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4 Gaussuyv zakon

4.1 Elektricky tok

V kapitole 2 jsme ukézali, ze intenzita elektrického pole je umérnd poctu silokiivek,
prochazejicich plochou. Pocet silokiivek, které prochdzeji danym povrchem, oznacujeme jako
tok vektoru intenzity @p. Elektrické pole miizeme tedy popisovat poctem silokfivek,

7

| |
I e, E
|| e A
11 /

| >

| ol

| s

4

Plocha= 4

prochdzejicich jednotkovou plochou.

Obr. 4.1.1: Silokfivky elektrického pole, prochéazejici plochou o obsahu 4.

M¢éjme plochu, zobrazenou na obrazku 4.1.1. Definujeme vektor plochy A = An, ktery ma
velikost plochy 4 a mifi ve sméru normaly n. Pokud plochu vlozime do homogenniho pole
E, jehoz intenzita miii stejnym smérem jako n, tj. je kolmé na plochu 4, bude tok plochou
roven

@y =E-A=E-h A=EA. 4.1.1)

V piipad€, Ze vektor intenzity pole E svirda s normalou nthel € (obrazek 4.1.2), je tok
plochou

@p=E-A=FEAcos0=FE A, (4.1.2)

kde E, =E-n je slozka vektoru E kolma k povrchu.

Obr. 4.1.2: Silokrivky elektrického pole, prochéazejici plochou o obsahu A4, jejiz normala svira
s polem uhel 6.

Obecn¢ vzato muze byt plocha S libovolné zakiivena a vektor intenzity pole E nemusi mit pti
prichodu plochou konstantni velikost. Déle se budeme zabyvat témi pfipady, kdy je dana
plocha uzaviend, tedy takova, ktera ohraniCuje ur€ity objem. Abychom mohli spocitat
elektricky tok, rozdélime plochu na mnozstvi infinitezimalnich plosek AA; =A4; n, jak

ukazuje obrazek 4.1.3. VSimnéte si, ze jednotkovy vektor n je zvolen tak, Ze u uzaviené
plochy mifi smérem kolmo ven.



Obr. 4.1.3: Elektrické pole prochazejici elementem plochy AA;,
svirajici s normalou plochy uhel 6.
Tok vektoru intenzity plochou AA;je
A®p =E;-AA; =E;A4;cos0. (4.1.3)

Celkovy tok celou plochou ziskame seCtenim vSech toka dil¢imi plochami. Pfi limitnim
prechodu k nekonecnému poctu ploSek s obsahem AA; — 0 ziskdme

D = lim E.-dA. =¢pE-dA, 4.14
E AAi—>Ozl ! C-Eﬁ ( )

kde jsme symbolem CJ.:I) oznacili integraci ptes celou wuzavienou plochu S. Abychom
S
vypocetli vyse uvedeny integral, musime nejdiive urcit plochu a poté secist vyrazy E-dA.

4.2 Gausslv zakon

Uvazujme kladny néboj O, ktery se nachazi ve stfedu koule o priméru r. Tato situace je
zakreslena na obrazku 4.2.1. Elektrické pole naboje QO je E=(Q/4ﬂgor2)f‘, kde vektor
intenzity mifi v radidlnim sméru. Naboj je obklopen imaginarnim kulovym povrchem
o poloméru r, kterému tikame ,,Gaussova plocha*.
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Obr. 4.2.1: Naboj Q obklopeny kulovou Gaussovou plochou.

Ve sférickych soutadnicich je mozné maly element plochy vyjadfit ve tvaru (obrazek 4.2.1)

dA =r?sinfdodg . (4.2.1)
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Obr. 4.2.2: Maly element plochy na kulovém povrchu o poloméru .

Ptispévek tohoto toku k celkovému toku povrchem je

sinfdodg.  (4.2.2)

dD, :E-dA:EdA:( ! %j(rz sin¢ do dg) =

47[80 V4 7[80
Celkovy tok celym povrchem je tedy
Vid 2
@EzqﬁﬁE-dA: 0 jsinedejawﬁzg. (4.2.3)
S 47[80 0 0 50

Stejny vysledek bychom obdrzeli, pokud bychom provedli nasledujici ivahu: kulova plocha
o poloméru » ma obsah 4 = 4712, a velikost elektrického pole v libovolném bod¢ této plochy

je E=0/ 472'807’2 , takze celkovy tok povrchem je

@EzqﬁﬁE-dAzE@dAzEAz( ! 2]47#:2. (4.2.4)
S S

47[50 }"2 50

V piedchozich tvahach jsme si jako Gaussovu plochu zvolili povrch koule. Je vSak mozné
ukazat, ze tvar této uzaviené plochy lze zvolit libovolng€, a vysledny tok bude stale tyz, tj.
@y =0/, . Ptiklad pro rlizné uzaviené plochy S, S» a S3 ukazuje obrazek 4.2.3.

E
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Obr. 4.2.3: Razné Gaussovy plochy se stejnou velikosti toku vektoru elektrické intenzity.

Véta, ktera vyjadiuje, ze celkovy tok libovolnou uzavienou plochou je umérny celkovému
naboji O, ktery uzavird, je znama jako Gaussiv zakon. Matematicky je moZné tento zédkon
vyjadtit jako



@D, = gﬁSE .dA =2 (Gausstv zdkon) (4.2.5)
&
S 0

Jednou z cest, jak ukézat platnost Gaussova zdkona, je povSimnout si, ze pocet silokiivek,
které opoustéji Gaussovu plochu, je nezavisly na jejim tvaru, ktera obklopuje dany néboj.

Abychom Gaussuv zakon mohli dokazat, zavedeme si k tomu koncept prostorového thlu.
Necht AA| = A4t je element kulové plochy S; o poloméru 7y, viz obrazek 4.2.4.

r
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Obr. 4.2.4: Prostorovy uhel A2 vytind na ploSe element A4.

Prostorovy thel, pod kterym se ploska AA; =AA, r jevi pii pohledu zbodu Q ve stiedu

koule je definovan jako

AQ =221 (4.2.6)

"
Velikost prostorovych thli méfime ve steradianech (sr). Protoze obsah kulové plochy S; je
47rr12 , je velikost plného prostorového thlu rovna

47zr12

Q= 5 =4r. 4.2.7)
r

Zavedeni pojmu prostorového uhlu ve tfech dimenzich je analogické pojmu uhlu

v dvourozmérném piipad€. Obrazek 4.2.5 ukazuje, Ze Uhel A@ je pomér délky oblouku As
k poloméru kruhu r:

Ap _A5 (4.2.8)
r
y
v As
Ap
0 X

Obr. 4.2.5: Uhel Ag vytina na kruznici o poloméru r oblouk As.



Protoze celkovy obvod kruhu je s =27zr, je velikost pIného uhlu rovna

0= op. (4.2.9)

r
Na obrazku 4.2.4 svira plocha AA, s radialnim jednotkovym vektorem r thel g. Prostorovy
thel, pod kterym se plocha A4, jeviz bodu Q, je

AA,-T Ad,cos@ A4,

2 2 2
) ) r

(4.2.10)

kde Ad4,, = A4, cos@ je radidlni projekce plochy A4, na plochu S, o poloméru r,, ktera je
soustfedna s plochou ;.

Jak je z obrazku 4.2.4 patrné, je prostorovy uhel, ktery vytina na povrchu S; plochu A4 a na
povrchu S; plochu A4, stejny:

A
AQ=—= A ‘;059. 4.2.11)
n p)

Ve stiedu koncentrickych kulovych ploch je umistén ndboj Q. Velikost intenzity £ a E; jeho
pole, které naméiime ve stiedu ploch A4, a A4, je ddna Coulombovym zakonem:

2
7
=12 - L1 42.12)
47[80 ]/'l. El )
Tok vektoru intenzity plochou A4; na povrchu S je
AQ =E-AA,| = E|A4, (4.2.13)
a tok plochou A4, na povrchu S; je
712 ”12
p) p)

Vidime tedy, ze elektricky tok libovolnymi elementy plochy, které vytinaji stejny prostorovy
uhel, je konstantni, a nezavisi na jejich tvaru ¢i orientaci.

Gausstv zdkon je velmi mocnym nastrojem pro vypocet elektrickych poli. Jeho snadna
aplikace je nicméné moznd pouze v pripad¢ téch systému, které vykazuji urcitou symetrii,
zejména valcovou, sférickou nebo rovinnou. V nésledujici tabulce uvadime ptehled ptipada,
kdy je pro vypocet elektrického pole vhodné vyuzit platnosti Gaussova zdkona. Uvadime
1 ptislusny tvar Gaussovy plochy.

Symetrie Systém Gaussova plocha Priklady

valcova nekonecné dlouhd souosy valec priklad 4.1
ty¢

rovinna nekone¢na rovina valec priklad 4.2

sféricka koule, kulova vrstva soustfedné koule ptiklady 4.3 a 4.4




Pti aplikaci Gaussova zakona je uzite¢né provést nasledujici kroky:
(1) Urcit symetrii rozloZeni naboje

(2) Urcit smér intenzity elektrického pole a ,,Gaussovou plochu®“, na které je velikost
elektrického pole konstantni.

(3) Rozd¢élit prostor na jednotlivé oblasti, které odpovidaji jednotlivym nabojam. Pro kazdou
oblast spocitat celkovy naboj, ktery je ohranicen Gaussovou plochou.

(4) Pro kazdou oblast vypocitat elektricky tok @z Gaussovou plochou.

I priklad 4.1: Nekone&né dlouh4 ty¢ nabita s konstantni hustotou naboje

Nekonecné dlouhd ty¢ zanedbatelného poloméru je homogenné nabita s hustotou naboje A.
Vypoctéte intenzitu elektrického pole ve vzdalenosti 7.

ReSeni:
Tento ptiklad budeme fesit postupné v krocich, které jsme uvedli vyse.
(1) Nekone¢né dlouha ty¢ ma valcovou symetrii.

(2) Nabojova hustota je podél tyce konstantni a vektor intenzity elektrického pole E musi
mifit radidlné smérem od osy tyCe (obrazek 4.2.6). Intenzita elektrického pole na povrchu
valcovych ploch o poloméru » s osou totoznou s osou tyc¢e musi byt konstantni, proto jako
Gaussovu plochu zvolime pravé plast valce.

Obr. 4.2.6: Silokiivky elektrického pole (osa symetrie tyce a osa
Gaussova vilce je kolma k roviné nakresny).

(3) Velikost celkového naboje, obklopeného Gaussovou plochou, tedy plastém valce
o poloméru r a délce [ (obrazek 4.2.7), je geeix = Al
E;
dA; | E,

Gaussova
E, plocha

Obr. 4.2.7: Gaussova plocha pro homogenné nabitou tyc.



(4) Jak je patrné z obrazku 4.2.7, sklada se Gaussova plocha ze tiech ¢ésti: dvou podstav S|
a §, a stény plasté Ss. Tok Gaussovym povrchem je

S ] S S3 (4.2.15)
kde jsme polozili £5 = E. Jak lze nahlédnout z obrazku, podstavami valce neprochazi

zadny tok, nebot’ normdly ploch dA; a dA; jsou kolmé ke sméru vektoru intenzity
elektrického pole, ktery mifi radialné.
(5) Dosazenim do Gaussova zékona dostdvame
Al A

E(Zm*f) =— = E= .
£o 2reyr

(4.2.16)

Tento vysledek je zcela shodny s tim, ktery jsme odvodili v rovnici (2.10.11) s pouzitim
Coulombova zakona. Poznamenejme, ze vysledek nezavisi na délce ¢ valce, zavisi pouze na
prevracené hodnoté 7, tj. vzdalenosti od osy symetrie. Kvalitativni chovani E jako funkce r je
zakresleno na obrazku 4.2.8.

E

Obr. 4.2.8: Elektrické pole ve vzdalenosti r od osy homogenné nabité tyce.

[ Priklad 4.2: Nekonecna nabita rovina

M¢jme nekonecné velikou nevodivou rovinu ve sméru xy, rovnomérné nabitou s nabojovou
hustotou o. Urcete velikost intenzity elektrického pole v libovolném bod¢ prostoru.

Reseni:
(1) Nekoneéné velika rovina piedstavuje rovinnou symetrii.

(2) Protoze je na ploSe naboj rozlozen rovnomérné, musi vektor intenzity elektrického pole E
mifit ve sméru kolmém kroving, E=EKk. Velikost intenzity elektrického pole je
v rovindch rovnobéznych s nabitou nevodivou rovinou konstantni.

Obr. 4.2.9: Elektrické pole rovnomérné nabité roviny.



Jako Gaussovskou plochu si opét zvolime valec, tentokrate ovSem s osou kolmou na
nabitou desku, tj. rovnobézné s vektorem intenzity (obrazek 4.2.10). Gaussova plocha se
opét sklada ze tifech ¢asti: dvou podstav S a S, a z plasté o obsahu S.

E
T dA,

E;
Gaussiv $
valec S'\/
N a g——>dA3

4
+
+

+
+ o+ 4

Obr. 4.2.10: Gaussova plocha pro vypocet elektrického pole velké nabité desky.

(3) Protoze je uvazovana plocha nabita rovnomérné, je celkovy néboj ohrani¢eny Gaussovou
plochou gceix = 04, kde 4 = A, = 4, je obsah podstavy valce.

(4) Celkovy tok vektoru intenzity zvolenou uzavienou plochou bude
S S S2 S3 (4.2.17)
Protoze ob¢ podstavy se nachéazeji ve stejné vzdalenosti od nabité roviny, je ze symetrie

ziejmé, ze intenzita elektrického pole na nich bude stejna, tj. £, = E,=E. Celkovy tok tedy
muzeme vyjadfit vyrazem

@Dy =2FA. (4.2.18)
(5) Po dosazeni do Gaussova zakona dostavame
2EA — qcelk — O-_A
€0 &
odkud plyne
E=2 (4.2.19)
2¢&,
Pro vektorovy zapis dostaneme vyrazy
if(, z>0
2¢
E= (4.2.20)
—iﬁ, z<0
28,

Vidime tedy, Ze elektrické pole nekonecné veliké nevodivé rovnomérné nabité roviny je
prostorové homogenni. Vysledek, ktery je vykreslen na obrazku 4.2.11, se zcela shoduje
s tim, ktery jsme s pouzitim Coulombova zdkona odvodili v rovnici (2.10.21).



24,

e O
28,

Obr. 4.2.11: Elektrické pole nekonecné velké nevodivé rovnomérné nabité roviny.

Opét si povS§imnéme nespojitosti elektrického pole pii prichodu nabitou rovinou:

AE,=E,, —E, =2 |- 7 |-2 (4.2.21)
280 280 80

[ Priklad 4.3: Kulova vrstva

Tenka kulova vrstva o poloméru a mé po svém povrchu rovnomérné rozlozen naboj +Q.
Vypoctéte intenzitu elektrického pole uvnitt i vné kulové vrstvy.

ReSeni:
Rozlozeni naboje je kulové symetrické, plosna hustota naboje je o =0/ 4, =0/ 47a*, kde
Ay je velikost povrchu kulové vrstvy. Vektor intenzity elektrického pole E musi byt radialné

symetricky a mifit smérem ven (obrazek 4.2.12). Oblasti, kde je r<aa r>avySetiime
zv1ast.

Obr. 4.2.12: Elektrické pole rovnomérné nabité kulové vrstvy.

P

Gaussova

1 h \ /l\
plocha 3 E
N r \,” Gaussova
s, _-"  plocha

S ———

Obr. 4.2.13: Gaussovy plochy propro r<a ar>a.
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Piipad 1: r<a

Gaussovu plochu si zvolime ve tvaru koule o poloméru »<a. Tuto situaci znazoriuje
obrazek 4.2.13 nalevo.

Celkovy naboj uzavieny zvolenou Gaussovou plochou je gk = 0, nebot’ vSechny naboje se
nachazeji na povrchu kulové vrstvy. Z Gaussova zdkona @ = q./€, tedy okamzité plyne,

zepror<aje
E=0. (4.2.22)
Piipad 2: r>a:

V tomto ptipadé je Gaussovou plochou plast’ koule o poloméru r>a, viz obrazek 4.2.13
napravo. ProtoZe je cela nabita kulova vrstva obklopena nami zvolenou Gaussovou plochou,
je celkovy naboj v ni uzavieny roven

Jeelk =0 -
Tok vektoru zvolenou plochou je tedy

@ = fpE-dA =EA= E(4777).
S

Po dosazeni do Gaussova zakona tak pro piipad » > a dostaneme

E= 0 2:ke%; r>a. (4.2.23)
dreyr r

Vsimnéte si, ze elektrické pole vné nabité sféry je stejné, jako kdyby byl celkovy ndboj

koncentrovan do jediného bodu ve stiedu symetrie. Prub¢h intenzity elektrického pole E

v zavislosti na vzdalenosti  od stfedu znazoriuje obrazek 4.2.14.

E
ke Q

/7

a

Obr. 4.2.14: Elektrické pole rovnomérné nabité kulové vrstvy o poloméru a v zavislosti na
vzdalenosti r od jejiho stfedu.

Stejné jako v ptipad¢ nevodivé nabité roviny mizeme opét pozorovat nespojitost intenzity £
pii prichodu sténou » = a. Zména pole pfi ptechodu z vnitiniho do vnéjsiho prostiedi je
o
AE=E -E = Q s—0=—
dreqa )

Id piiklad 4.4: Nevodiva koule

Elektricky néboj o velikosti +Q je rovhomérné rozlozen v celém objemu nevodivé plné koule
o poloméru a.Urcete prabéh intenzity elektrického pole uvniti i vné koule.

11



ReSeni:
Néboj je rozlozen s kulovou symetrii s ndbojovou hustotou rovnou
p=2__ Q0 - (4.2.24)
V. (4/3)xa

kde ¥ je objem dané koule. Elektrické pole E je opét radidlné symetrické a mifi od stfedu
smeérem ven. Na kulovych plochach o poloméru 7 je intenzita pole konstantni. Opét oddélené
vySetiime ptipady, kdy je r<aa r>a.

E
A
Gaussova plocha Gaussova
plocha

Obr. 4.2.15: Gaussova plocha o poloméru » pro vypocet pole nabité koule o poloméru a pro
piipad r<a ar=>a.
Piipad 1: r<a:

M¢jme Gaussovu plochu ve tvaru kulového plasté o poloméru r <a, jak ukazuje obrazek
4.2.15 nalevo. Tok Gaussovou plochou bude

@ = fpE-dA ~EA= E(47r°)
S

Uvéazime-li rovnomérné rozlozeni néaboje, je velikost celkového ndboje ohrani¢eného
Gaussovou plochou

l’3

9celk =IpdV:pV=p[§ﬂr3j=Q(a—3j. (4.2.25)
4

Tento naboj je tedy imérny objemu ohranicenému Gaussovou plochou. Aplikaci Gaussova
zdkona @y = q /€y dostaneme

E(47zr2) - £ (% ar j , neboli
o

= % . (4.2.26)
36y 4rmeya

Pripad 2: r>a:

Pro tento ptipad je Gaussovou plochou plast’ koule o poloméru r>a, viz obrazek 4.2.15
napravo. Protoze je polomér Gaussovy plochy vétsi nez polomér nabité koule, je celkovy
naboj ohrani¢eny zvolenou Gaussovou plochou roven ¢ =Q. Elektricky tok danou

12



plochou je @ = E(477r2) a po aplikaci Gaussova zdkona dostaneme E(477r2) =0/g,

neboli

E= Z 3 =ke%. (4.2.27)
dreyr r
Prubéh elektrického pole vné nabité koule je opét stejny, jako kdyby byl veskery ndboj
soustfedén do jejiho stiedu. Prib¢h intenzity elektrického pole E v zavislosti na vzdalenosti »
od stfedu koule je vykreslen na obrazku 4.2.16.

E

a

Obr. 4.2.16: Prib¢h intenzity elektrického pole homogenné nabité nevodivé koule
o poloméru a v zavislosti na vzdalenosti » od stiedu koule.

4.3 VodicCe

V izolantech, jako je tieba sklo nebo papir, jsou elektrony pevné vazany uvniti elektronovych
oballl atomd a nemohou se voln¢ pohybovat. Naopak vodice jsou charakteristické tim, ze
elektrony se mohou volné pohybovat v celém jejich objemu. Zakladni vlastnosti vodict jsou
nasledujici:

(1) Uvnitr vodice je elektricke pole nulové.

Pokud umistime vodi¢ ve tvaru koule do homogenniho elektrického pole Ey, dojde k jeho
polarizaci, tj. ptresunu kladného a zdporného naboje na opacné strany vodiCe (viz obrazek
4.3.1 dale). Dojde tedy k indukei elektrického pole E’. Uvnitf vodice miii vektor intenzity
indukovaného pole E” opacnym smérem od vektoru E,. ProtoZze jsou naboje volné, budou se
pohybovat do té doby, nez se ob& pole vzijemné vyruSi. V tomto bodé¢ se ustavi
elektrostaticka rovnovaha, pii které je vysledné pole E uvniti vodi¢e nulové. Vné vodice ma
indukované pole E” diky polarizaci vodi¢e charakter pole elektrického dipolu. Vysledné pole
je prostym souétem obou poli, E = Ey + E’. Siloktivky vysledného pole jsou zndzornény na
obrazku 4.3.1.

E=E,+E'

Obr. 4.3.1: Vodi¢ v homogennim elektrickém poli E,.
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(2) Naboj vodice se nachazi pouze na jeho povrchu.

Pokud by se né&jaky néboj nachazel uvnitt vodice, pak by intenzita pole E uvniti vodice
musela byt podle Gaussova zédkona nenulova, viz rovnice 4.3.2. To jsme vSak v pfedchozim
odstavci vyloudili. Nese-li proto vodi¢ néjaky elektricky naboj, musi se tento nachdzet
vyhradné na jeho povrchu.

Gaussova o - __
plocha\/ = s
!

Obr. 4.3.2: Gaussova plocha uvniti vodice. Naboj uzavieny touto plochou je nulovy.

(3) Tecna slozka pole E je na povrchu vodice nulova.

Jiz jsme si ukézali, Ze uvniti izolovaného vodice je elektrické pole v jeho nitru nulové.
Jakykoli ndboj, ktery je vodici ptedan, se proto musi diky platnosti Gaussova zakona nachazet
na jeho povrchu.

Uvazujme kiivkovy integral CﬁE -ds po uzaviené kiivce zakreslené na obrazku 4.3.3:

Ef’l
E,
b Ax
- X
b
C
; N
Ax \/ g vodi&

Obr. 4.3.3: Normalova a tecna slozka elektrického pole vné vodice.

Protoze elektrické pole E je pole konzervativni, je kiivkovy integral mezi body abcda roven
nule:
¢ E-ds=E, (Al)-E,(Ax')+0(Al)+E, (Ax) =0,
abcda
kde E; a E, jsou teCna a normalova slozka elektrického pole. V limitnim piipadé Ax — 0
a Ax" — 0 dostaneme podminku E,Al =0. Protoze je vSak délkovy element A/ nenulovy, musi
byt nutné nulova te¢né slozka elektrického pole, tj.

E, =0 (napovrchu vodice). (4.3.1)

Odtud dospivame k zavéru, ze povrch vodi¢e ve stavu elektrostatické rovnovahy je
ekvipotencialnim povrchem. Abychom ovéfili platnost této uvahy, predpokladejme na
povrchu vodi¢e dva bodu 4 a B. Protoze je tena slozka E; nulova, je rozdil potencialti

B
VB—VA=—jAE-ds=0
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nebot’ E je kolmé na ds. Proto museji mit body 4 a B stejny potencial Vy = Vp.
(4) U povrchu vodice je elektrické pole E kolmé k jeho povrchu.

Pokud je te¢nd slozka pole E zpocatku nenulovd, dojde k pohybu naboju, ktery zpisobi, ze
tato slozka pole zcela vymizi. Pole ma proto nenulovou pouze normdlovou slozku a vektor
intenzity je proto kolmy k povrchu vodice.

l A

O

i = +

+

2t E=0 ot
+
L —

Obr. 4.3.3: Gaussova plocha pro vypocet elektrického pole vné vodice.

Abychom vypocitali intenzitu elektrického pole v blizkosti povrchu vodice, vyuZijeme
Gaussovy plochy ve tvaru valce s hlavni osou kolmou k jeho povrchu, viz obrazek 4.3.3.
S pouzitim Gaussova zdkona dostaneme

oA

diE:(JC_Jf)E-dA:EnAHO)-A:—, (4.3.2)
s €0
neboli
E =Z. (4.3.3)
€

Tento vysledek je platny pro vodic libovolného tvaru. RozlozZeni a tvar siloktivek elektrického
pole v blizkosti vodice ukazuje obrazek 4.3.4.

Obr. 4.3.4: V blizkosti povrchu vodice je vektor intenzity elektrického pole E vzdy kolmy
k povrchu.

Stejné jako v pfipadech nekonecné velké nabité nevodivé roviny a kulové vrstvy je normalova
slozka pole nespojita a skokoveé se méni o

AE, =EP -9 =2 _ =2
€ €
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A Piiklad 4.5: Vodi¢ s nabojem v dutiné

Ptedstavme si vodic, ve kterém je dutina, viz obrazek 4.3.5. Tento vodi¢ nese celkovy naboj
+Q. Uvniti dutiny se navic nachazi dalsi ndboj o velikosti g. Jaky naboj se bude nachéazet na
vnéjSim povrchu vodice?

Gaussova plocha

Obr. 4.3.5: Vodi¢ s dutinou.

Reseni:
Protoze elektrické pole uvnitt vodi¢e musi byt nulové, musi byt nulovy i ndboj, ktery je
ohrani¢en Gaussovou plochou, kterd je na obrazku 4.3.5 zakreslena. Odtud je mozné odvodit,

ze na povrchu dutiny musi byt indukovén naboj o velikosti —g. Protoze samotny vodi¢ je nabit
nabojem +Q, musi byt celkovy ndboj nachazejici se na jeho povrchu roven QO+gq.

Id priklad 4.6: Potencial nabité kulové vrstvy

M¢jme kovovou kulovou vrstvu o poloméru a, kterd je nabita nabojem Q, dle obrazku 4.3.6.

S e e
+ +
+ -
+ E=0 +
+ +
+ +
+ +
a
+ +
+ +
+ +
+ +
T

Obr. 4.3.6: Duté koule o poloméru a s nabojem Q.

(a) Naleznéte prubéh elektrického potencialu.

(b) Vypocitejte potenciadlni energii systému.

Reseni:
(a) V prikladu 4.3 jsme ukazali, ze intenzita elektrické¢ho pole nabité kulové vrstvy je

0 .

r, r>a

E-= 47r50r2

0, r<a

Elektricky potencidl miizeme vypocitat s pomoci vztahu 3.1.9:
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B
Vg—=V,=-| E-ds.
Pro r > a mame

V(r)—V(oo):-j’Ldr'zLQ:k Q. (4.3.4)

0047;50;/2 dreg r ¢

kde jsme jako referen¢ni hladinu polozili V(o) =0 . Pro ptfipad » < a dostaneme

V(r)—V (o) =— jw drE(r > a) —W =

=—["ar © _ L9 ,%

© 4;zgor2 dreg a a

(4.3.5)

Pribéh potencidlu ukazuje obrazek 4.3.7. Uvnitt vodice je dle ocekdvani potencial
V konstantni.

ke
kO <

/

I

I

I

I

i
a

Obr. 4.3.7: Elektricky potencial nabité vodivé kulové vrstvy v zdvislosti na vzdalenosti r od
jejiho sttedu.

(b) Potencialni energii U si mliizeme piedstavit jako praci, kterou musime vykonat, abychom
uvedli systétm do pocateéniho stavu. Abychom kulovou vrstvu nabili, musime
z nekonecna prinést naboj na jeji povrch.
Predpokladejme, Ze naboj, soustfedény na kouli v ur¢itém okamziku, je g. Potencial na
povrchu koule je potom V =gq/4reqa . Prace, kterd musi byt vykonana pro pfeneseni
naboje dg z nekonec¢na na povrch koule je tedy

dW =Vdq = (4;2 ajdq . (4.3.6)
0

Celkova prace, potfebna k tomu, abychom kouli nabili ndbojem Q je

W= [0 dg—1— = 0 (4.3.7)
0 " 4rega  8rmega

Protoze V = q/4rgqga a W = U, zjednoduSuje se predchozi vyraz na
U= %QV (4.3.8)

Vysledek miizeme porovnat s ptipadem bodového naboje. Prace potfebnd k pfeneseni
bodového naboje O z nekone¢na do bodu o potencialu V' je W = QV. Potencialni energie
bodového naboje je tedy U = QV.
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Nyni uvazujme dvé kovové koule o polomérech r; a r,, které jsou spojeny tenkym vodivym
dratem, jak ukazuje obrazek 4.3.8.

qz

Obr. 4.3.8: Dvé vodivé koule spojené dratem.

q1

Dokud nedojde k ustaveni rovnovahy, bude dochéazet k pfenosu naboje. V okamziku
rovnovahy budou mit ob¢ koule stejny potencidl ¥} =V, =V . Pfedpokladejme, Ze naboje na
koulich v rovnovaze budou ¢; a ¢,. Pfi zanedbani vlivu dratu, ktery spojuje obé koule, plyne
z rovnosti potenciali

po La_ 1o
drey 1, Ameg 1y

tedy

h_% (4.3.9)
n n

za predpokladu, Ze se od sebe koule nachazeji v dostate¢né velké vzdalenosti, a rozloZeni
naboje na jejich povrchu je tedy rovnomérné. Pro velikost intenzit elektrickych poli plati

E-—L4.2 p_ 1l &_ 0 (4.3.10)

b

2 - 2
472'80 4 50 47[80 ) 80

kde o1 a o3 jsou plosné hustoty naboje na povrchu koule 1, respektive 2. Spojenim obou
rovnic dostaneme jednoduchy vztah

L_a_n (4.3.11)

E, o, 7

Vidime, Ze plo$na hustota naboje je nepfimo umérnd poloméru, z ¢ehoz se da usoudit, ze
v oblasti s nejvétSim zakiivenim (tj. nejmensim polomérem) je nejvyssi hodnota plosné
hustoty naboje. Intenzita elektrického pole na povrchu vodice je proto nejvétsi v mistech, kde
je vodi€ ,,nejostiejsi“. Z tohoto diivodu maji bleskosvody tvar zaspicatélé tyce.

4.4 Sila pusobici ve vodici

Zjistili jsme, Ze na hranici povrchu vodice, rovnomérné nabitého s ploSnou hustotou naboje o,
je tecna slozka intenzity elektrického pole nulova, a tudiz spojita, zatimco normalové slozka
se na rozhrani méni skokem o AE, =o/g,. Na povrchu vodie uvazujme malou skvrnu

s nabojem, viz obrazek 4.4.1.

Jaka sila plisobi na tuto oblast? Abychom odpovédé€li na tuto otdzku, napiSme celkové pole
vn¢ povrchu jako

E=E +E, (4.4.1)

kde E; je elektrické pole generované nabitou skvrnou a E’je elektrické pole ostatnich naboja.
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G/zeOT/, E
nabita

1
skvrna 1

y O/2%€,

Obr. 4.4.1: Sila pisobici na povrchu vodici.

Z trettho Newtonova zdkona vime, Ze oblast nemize plisobit sama na sebe, takze sila,
pusobici na nabitou skvrnu, musi mit ptivod v poli E’. Za ptfedpokladu, Ze je nabita skvrna
rovinna, mizeme z Gaussova zakona vypocitat intenzitu elektrického pole generovaného
skvrnou

9 R, z>0
2¢&
E,= (4.4.2)

S
-2k, z<0
2¢

Z principu superpozice urc¢ime celkovou intenzitu pole nad povrchem vodice

=— k+E'. (4.4.3)

Stejnym zplsobem miiZeme urcit 1 intenzitu pole pod povrchem vodice, ktera je

-7 k+E. (4.4.4)
2¢,

Epod =

Vsimnéte si, ze pole E” je pii prichodu povrchem spojité. Pokud bychom totiz odstranili
skvrnu s nabojem, zbyvajici dira nema ploSny ndboj a pole proto musi byt spojité.
K nespojitosti dochazi jen ptitomnosti ploSného néboje. S uZzitim dvou predchazejicich vztahti
lze urcit

, 1
E = E(Enad + EpOd) = Ean . (445)
V ptipadé vodice je E 4 = (o/s5;) k a E .4 =0 a proto plati
I{ o~ o~
E, ,=—|—k+0|=—K. 4.4.6
w3 Sir0)-Z (446
Proto na skvrnu s ndbojem pusobi sila
2
F =gk, =(c4)-Z k=22k, (4.4.7)

kde A4 je plocha oblasti s ndbojem. Jedna se pfesné o tu silu, kterd zpiisobuje pohyb nabojli na
povrchu vodice do rovnovazného stavu, ve kterém ma elektrické pole tésné nad povrchem
vodi¢e hodnotu o/gya uvniti vodice je nulové. VSimnéte si, Ze bez ohledu na znaménko o

mifi sila na nabitou skvrnu vzdy smérem do pole.
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S vyuzitim vztahu, ktery jsme odvodili vyse, mizeme definovat elektrostaticky tlak plisobici
na skvrnu s ndbojem jako

2 2
J S SN e (4.4.8)
A4 2¢g 2 & 2

kde E je velikost intenzity elektrického pole tésné nad danou oblasti. Tento tlak je pfendsSen
prostiednictvim elektrického pole.

4.5 Shrnuti
= Elektricky tok, ktery prochazi plochou A =A4n je @; =E-A =FEAcosf, kde 6 je thel

mezi vektorem intenzity elektrického pole E a jednotkovym vektorem n.

= Obecné je elektricky tok plochou mozné vyjadrit ve tvaru @ = <ﬁ> E-dA .
S

= Gaussiv ziakon fik4, ze elektricky tok libovolnou uzavienou plochou je uUmérny

celkovému naboji, ktery je plochou ohraniCen: ®p = cﬁﬁE-dA = (e €o - Gaussova
N

zékona lze vyuzit pti vypoctu elektrického pole systému, ktery vykazuje ur€itou symetrii,

zejména rovinnou, valcovou nebo sférickou.

= Normalova slozka elektrického pole je pfi priachodu rozhranim, nabitym s ploSnou
hustotou naboje o, nespojitd. Skokove se méni o AE, = o/s.

= Zékladni vlastnosti vodice jsou: 1) elektrické pole uvnitt vodice je nulové; 2) jakykoli
naboj ve vodi¢i musi byt rozloZen na jeho povrchu; 3) povrch vodice je ekvipotencidlni
plochou a te¢na slozka vektoru intenzity elektrického pole je proto na povrchu vodice
nulovi; 4) tésné nad povrchem vodice je elektrické pole kolmé k jeho povrchu.

= Elektrostaticky tlak na vodivém povrchu je P = F/4A= o’/ 26y = &yE 2/2.

4.6 Dodatek: Tah a tlak v elektrickém poli

V kapitole 4.4 jsme odvodili vztah pro elektrostaticky tlak na povrchu vodice, pfenaseny

prostfednictvim elektrického pole. Nyni provedeme obecnéjsi uvahu, ve které do elektrického
pole umistime uzavienou plochu (imagindrni kvadr).

Pokud se podivame na vrchni podstavu kvadru, miti zde elektrické pole kolmo smérem od
kvéadru. Z hlediska Faradayovy teorie pole mizeme fici, ze ptsobenim pole na podstavu
vznika tah tak, jako kdybychom kvadr zavésili na strunu a pohybovali s nim smérem vzhtru.
Podobné, podivame-li se na dolni podstavu kvadru, vidime, Zze orientace pole a normaly
plochy je antipararaleni a v souladu s Faradayovou interpretaci miizeme fici, Ze plisobenim
pole na plochu zde vznika tah, ktery v tomto ptipadé miii smérem dola tak, jako bychom na
podstavu pfipevnili strunu a tahli ji smérem dold. (Pfesné ureni sméru silového pusobeni
vyzaduje komplikovangjsi vyklad se zavedenim Maxwellova tenzoru napé€ti). VSimnéte si, ze
smér pusobeni je shodny s orientaci normaly podstav, bez ohledu na to, zda pole mifi smérem
do povrchu nebo od povrchu.

20



1
i
f

Obr. 4.6.1: Imaginarni kvadr v elektrickém poli (pole je vyznaceno dlouhymi oranzovymi
Sipkami). Kratké Sipky predstavuji tlak (na stény kvadru) a tah (na spodni a horni podstavu
kvadru) prenaseny polem.

Na levé strané je vektor intenzity pole kolmy k normale plochy. Z hlediska Faradayovy teorie
pole plsobi kolmo na silokfivky tlakem, mificim smérem doprava. Obdobné na pravé strané
kvadru pasobi pole kolmo na silokfivky a vznika tlak smérem doleva.

Vsimnéte si, ze v piipad¢ ptisobeni ve sméru silokiivek vznika ,,tah®, zatimco pfi ptisobeni ve
sméru kolmém vznika ,,tlak. Velikost tahu a tlaku na rGzné plochy myslené¢ho kvadru z
obrazku 4.6.1 je dana vztahem &yF 2/2 . Tato veli¢ina ma rozmér sily na jednotkovou plochu,

neboli tlaku. Jde také o objemovou hustotu energie, kterd ma fyzikalni rozmér stejny jako
tlak.

Animace 4.1: Nabita ¢astice pohybujici se v homogennim poli

Jako piiklad tlaki pfendsenych elektrickym polem a vymény energie mezi polem a nabitou
¢astici si miizeme piedstavit kladny elektricky ndboj ¢ > 0, ktery se pohybuje v homogennim
elektrickém poli.

Ptedpokladejme, Ze se ndboj nejprve pohybuje smérem vzhlru podél osy z v homogennim
elektrickém poli E= —Eoﬁ. Protoze na naboj plsobi konstantni sila F, =gE= —quﬁ

smérem dolli, pohybujici se ndboj se po Case zastavi (feknéme v pocatku soutadnic, z = 0)
apoté se pohybuje smérem doli. Pohyb naboje i1 vysledné pole vzniklé slozenim
homogenniho pole a pole ndboje zachycuje ve dvou rtiznych situacich obrazek 4.6.2.

Obr. 4.6.2: Kladny naboj se pohybuje v homogennim elektrickém poli, které mifi smérem
doli. Nalevo — celkova konfigurace pole ve chvili, kdy se naboj nachazi mimo zobrazenou
oblast na zadporné Casti osy z. Napravo — celkova konfigurace pole ve chvili, kdy se pohyb
naboje zastavuje pied tim, nez se zacne pohybovat zpét dolti podél osy z.

Jak mizeme interpretovat pohyb naboje pomoci predstavy tlakli a tahli, pfenasenych poli?
Faraday by popsal silu plsobici na naboj na obrazku 4.6.2 (napravo) smérem dola
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nasledovné: Predstavte si, ze je naboj obklopen myslenou sférou se stfedem v misté naboje,
jak ukazuje obrazek 4.6.3. Silokiivky prochdzejici spodni polokouli pfenaseji tah, ktery je
rovnobézny s polem. Vysledkem je tahova sila plsobici na naboj vjeho dolni casti.
Silokfivky zakfivené kolem ndboje v horni ¢asti mysSlené koule pfendseji tlak kolmo na né,
vysledkem je tlakova sila plisobici v horni ¢asti naboje. Celkovym souctem obou sil je sila
pusobici na naboj smérem dola.

Obr. 4.6.3: Elektricky nadboj v konstantnim elektrickém poli, mificim smérem dold. Abychom
mohli popsat ucinky pusobeni pole na naboj, obklopujeme jej myslenou sférou, na jejimz
povrchu pole plisobi.

Animace 4.6.2 velmi dobie ilustruje Faradayovu interpretaci tlakt a tahii pfenaSenych polem.
Pfi pohybu nédboje vzhliru je v animaci patrné, ze elektrické silokfivky jsou nad nabojem
stlatené a pod ndbojem roztazené. Konfigurace pole zptisobi vznik sily na pohybujici se naboj
smérem dolii. Soucasné vzniké sila opacného sméru na naboje vytvarejici homogenni pole,
které ale nevidime. Pohyb vzhiiru je postupné zastaven odporem prostiedi, gradientem
elektrického tlaku, ktery vzdy pasobi do oblasti mensi hustoty silokiivek elektrického pole.

Kineticka energie vzhlru se pohybujiciho naboje se snizuje podle toho, kolik energie se
uchovava ve stlaCeném elektrostatickém poli a naopak vzrlstd pii pohybu Castice smérem
dolti. Navic, protoze silokfivky se pohybuji v této animaci ve sméru toku energie, mizeme
piimo pozorovat tok elektromagnetické energie z naboje do pole, které ho obklopuje
a zpomaluje. Naopak také mizeme pozorovat tok elektromagnetické energie zpét do naboje
z pole v pfipad¢, ze je ndboj urychlovan zpét dolii podél osy z.

A nakonec vezméme v tivahu zikon zachovéani hybnosti. Castice v animaci na obrazku 4.6.2
zcela oto¢i smér svého pohybu. Jak se v tomto procesu zachovava hybnost? Hybnost je
zachovana, protoze hybnost pohybu v kladném sméru osy z se zcela ptenese z pohybujiciho se
naboje do nabojul, které generuji homogenni elektrické pole (na obrazku nejsou znazornény).
Toto je ziejmé z konfigurace pole, kterd je zndzornéna na obrazku 4.6.3. Tlak silokfivek pole,
ktery naboj stlatuje smérem doli je doprovazeny napétim silokiivek, které tla¢i vzhiru na
naboje, které homogenni pole generuji.

Animace 4.2: Nabita ¢astice vloZena do ¢asové proménného pole

Ve druhé ilustraci pnuti silokfivek ptfenasenych elektrickymi poli uvazujme kladny bodovy
naboj umistény s pocateni nulovou rychlosti do vnéjsiho pole, které je homogenni v prostoru,
ale proménné v Case. Celé vnéjsi pole se meéni podle rovnice

E=—E0sin4(%jf(. 4.6.1
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Obr. 4.6.4: Dva snimky z animace znazornujici elektrické pole obklopujici kladny néaboj
umistény do casové proménného elektrického pole sméfujictho smérem dold. Oranzové
vektory znazornuji elektrické pole a bilé vektory jsou sily v misté naboje.

Obrazek 4.6.4 ukazuje dva snimky animace celkové konfigurace elektrického pole této
situace. Na obrazku 4.6.4 (nalevo) je situace v Case ¢t = 0, kdy je svisla slozka elektrického
pole nulova. Na snimku 4.6.4 (napravo) je znazornéna situace o Ctvrt periody pozdéji, kdy
dolti smétujici elektrické pole narostlo do maxima. Stejné jako na obrazku 4.6.3 vysSe,
interpretujeme konfiguraci pole na obrazku 4.6.4 (napravo) jako sit’ doll sméfujicich sil
pusobicich na stacionarni naboj. Animace spojena s obrazkem 4.6.4 velmi dobie ukazuje tok
energie v nejbliz§im okoli naboje, kdy externi pole narlista v ¢ase, 1 s vyslednym rlstem tlak,
které na kladny naboj pfenaseji dolti sméiujici sily.

Miuzeme urcit velikost sily plisobici na naboj, ktery je znazornény na obrazku 4.6.4 (napravo)
nasledovné. V Case, kdy je zachycen snimek 4.6.4 (napravo), je vzdalenost ry nad nabojem, ve
kterém je elektrické pole naboje stejné velké, ale opacné orientované nez je homogenni pole,
uréena rovnici

Eg=—21—. (4.6.2)
47[807'0

Povrch této kulové plochy je 4= 47zr02 =q/egE. Nyni v souhlase s rovnici (4.4.8) je tlak
silokfivek (sila na jednotku plochy) anebo tah silokiivek ptfendSeny pies povrch této sféry
obklopujici naboj fadoveé ¢yE 2/2 . Protoze je elektrické pole na povrchu sféry fadoveé Ey, je

celkova sila pfenaSend poli fadove &y E 3/ 2 krat povrch sféry, ¢ili

1 2 2y 1 2
EgOEO (47[”0 )—EgoE

®qég

€0t

jak bychom ocekavali. Samoziejmé, ze celkova sila je kombinaci tlaki silokfivek mificich
dolti na vrsek sféry a tahii silokiivek smétujicich doll a plisobicich na spodek sféry. Nicméné
hruby odhad ktery jsme pravé provedli ukazuje, Ze tlaky a tahy pfenasené skrze povrch sféry

obklopujici naboj jsou prokazatelné fadu &y E 22, jak jsme popsali v rovnici (4.4.8).

Animace 4.3: Souhlasné a nesouhlasné naboje zavésené na kyvadlech

Nyni uvazujme dva naboje zavéSené na kyvadlech, jejichZ osy ramen se mohou pohybovat
k sob¢ a od sebe pod vlivem né&jakého vnéjsiho Cinitele. Nejprve piredpokladejme, dva naboje
se stejnymi znaménky a tudiz se vzdjemné odpuzujici. Obrazek 4.6.5 ukazuje situaci, kdy
vngjsi Cinitel pfitahuje ramena (na nichZ jsou oba kladné naboje zavéSeny) k sobé. Gravitacni
sila tdhne naboje doll a elektrostaticka sila je odpuzuje smérem od sebe podél jejich spojnice.

23


http://www.aldebaran.cz/elmg/vizualizace/mpegs/es_ForceQ.mpeg
http://www.aldebaran.cz/elmg/vizualizace/mpegs/es_ForceQ.mpeg
http://www.aldebaran.cz/elmg/vizualizace/mpegs/es_ForceQ.mpeg

Chovani elektromagnetického pole v tomto pfipadé je priklad prendseni tlakd siloktivek
pfenaSenych kolmo k silokiivkam pole. Toto napéti silokiivek udrzuje oba naboje oddélené
od sebe, zatimco vné&jsi Cinitel je zkousi stlacit k sobé.

Obr. 4.6.5: Dv¢ kyvadla, na kterych jsou zavéSeny naboje stejného znaménka. Kdyz
pohybujeme rameny k sob¢€, naboje jsou odtlaCovany od sebe navzajem napétim silokiivek,
které¢ je kolmé k elektrickému poli. Pro piehlednost jsme prerusili silokifivky v dané
vzdalenosti od naboju.

Na druhou stranu uvazujme nadboje, které maji opacné znaménka, a proto se tedy pritahuji. Na
obrazku 4.6.6 je znazornénd situace, kdy jsou ramena, na kterych jsou naboje zavéSeny,
posouvana smérem k sob¢. Gravitaéni sila naboje stlacuje smérem dolli a elektrostaticka sila
je oba navzajem k sobé¢ pritahuje. Chovani elektrickych poli v této situaci je ptikladem napéti
silokfivek pfendsenych paralelné k silokiivkdm. Toto pnuti silokfivek se snazi oba naboje
k sobé¢ pfitdhnout.

Obr. 4.6.6: Dv¢ kyvadla se zavéSenymi opacnymi naboji.

Kdyz pohybujeme rameny k sob¢, oba naboje jsou pfitahovany k sobé napétim silokiivek
paralelnim k elektrickému poli. Silokiivky pole jsou opét uméle zakonceny z divoda
piehlednosti animace.

4.7 Algoritmy feSeni pfikladu

V této kapitole jsme si ukézali, jakym zplsobem je mozné vypocitat elektrické pole s pomoci
Gaussova zakona:

¢E=<ﬁ>E-dA=g
S K
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Algoritmus feSeni je podrobné rozepsan v kapitole 4.2. Nasledujici tabulka shrnuje procedury,
kterymi muizeme vypocitat elektrické pole nabité ptimky, nekonecné velké nabité roviny
a homogenn¢ nabité koule.

Systém Nekonecné dlouha Nekonecné velka Homogenn¢ nabita
nabitd ptfimka nabit4 rovina koule
Obrazek PRI
+ + + ++ + o+
/+ + + 4+ ++ + /
. i s a
B e e e i e o 2 ot e e S R T
+ 4+ + + + + +
+ + 4+ + + + +
Urceni symetrie valcova rovinna sféricka

Urceni sméru E

: \
e s i e e e e o e s 2
A 1

y

Rozdéleni na

. r>0 z>0az<0 r<aarza
oblasti
Vybér Gaussovy Bl aa, .
E 3 S
plOChy y dA; | E, Gausstiv | /// N
t valec \J\L,,,/ ) p i
/;'[\\TJVL,*/ \\‘. dA; ;SB [;»dAJ 4 /'/——;'\\ \“‘\
| 1\ - T HE+ -+ R B | / \ \
e i) | i £+ +HF + + £+ P ' l\ l‘/}mova
(fAT_‘:]SI,-; 5 Lt + + FFF 4+ N SN ; sféra
s A ‘ - @ ok
J Gaussova plocha \VFS}/ g e
1 e y
dA,
E;
valec s osou ve valec s osou kolmou soustfedna kulova
sméru piimky k povrchu vrstva
Vypocet 2
. D, =EQnvrl O, =FEA+ EA=2FA &. = E(4xr
elektrického toku E ( ) E E ( )
Vgpo‘??t . . O(rla) r<a
ohraniCen¢ho _ _ celk =
"y Geelk =M etk =04 >
nabOJe celk celk 0 r>a
Vypocet E Or -
z Gaussova zakona r=a
A o dreqa
D =ql¢g E=—— E=— =
E 0 5
mEYr 2¢ 0
— T >a
dregr
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4.8 Resené priklady

3 4.8.1: Dvé& paralelni nevodivé roviny

Dvé¢ paralelni nekonecné velké roviny z nevodivého materialu lezi v roviné xy a déli je od
sebe vzdalenost d. Ob¢ roviny jsou rovnomérné nabity se stejnou nabojovou hustotou, ale
s opacnym znaménkem, viz obrazek 4.8.1. Vypoctéte pritbéh intenzity elektrického pole.

z

+H+++t

Obr. 4.8.1: Dvé roviny rovnomérné nabité kladnym a zadpornym nébojem.

ReSeni:
Elektrické pole soustavy dvou rovin muzeme nalézt s vyuzitim principu superpozice

a s vyuzitim vysledku, ktery jsme pro ptipad jediné roviny odvodily v ptikladu 4.2. Protoze
jsou roviny nabity stejnymi naboji opacné polarity, maji vysledna pole stejnou velikost:

o
E =E =—
i 2¢

Silokfivky pole mifi u kladné nabité roviny smérem od roviny a v ptfipad€¢ zédporn€ nabité
roviny smérem do roviny. Situaci znazoriiuje obrazek 4.8.2.

tt+tt+tttt+tt+rt === ———

Obr. 4.8.2: Elektrické pole kladn€ a zdporné€ nabitych rovin.

Pokud tato pole secteme, zjistime, ze elektrické pole vné rovin je nulové, zatimco intenzita
elektrického pole mezi rovinami je rovna dvojnasobku intenzity pole kazdé roviny.

R R SR e SR

Obr. 4.8.3: Elektrické pole dvou rovnobéznych rovin.

Elektrické pole kladné a zaporné roviny je mozné vyjadiit jako

+ 2k, z>d/2 ~ Tk z>-d/2
E _ 280 E _ 250
+ = > - =
~ Tk z<d/2 + 2k, z<—-d/2
280 280

26



Souctem téchto poli ziskdme

0k, =z>d/2,
E=1-2k, d/2>z>-d/2, (4.8.1)
€0

0Kk, z<—-d/2.

PovSimnéte si, Ze velikost intenzity elektrického pole mezi deskami je E=0/¢,, tedy

dvojnasobek velikosti intenzity jediné desky. V oblastech, kde je z>d/2a z<-d/2 je jeji
velikost nulova.

3438.2: Elektricky tok ¢tvercovou plochou

(a) Vypoctéte elektricky tok ¢tvercovou plochou o hrané 2/, ktery vznika diky pritomnosti
naboje +Q, ktery se nachdzi ve vzdalenosti / od stiedu ctverce, jak je zakresleno na
obrazku 4.8.4.

(b) s vyuzitim vysledku ziskaného v (a) pfedpokladejte, Ze ndboj +Q je umistén ve stiedu
krychle o hran¢ 2/ (obrazek 4.8.5). Jaky je celkovy tok vektoru intenzity elektrického pole
vSemi sténami krychle?

dA
AT

-G y

1]
S
21

Obr. 4.8.4: Elektricky tok ctvercovou plochou.

as

21

S
2l

21
x

Obr. 4.8.5: Elektricky tok povrchem krychle.
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ReSeni:

(a) Elektrické pole naboje Q je

1 0, |1 Q(xi+yj+zﬁ]
2 b

fo— &
r

2 2 2)1/2

kde v kartézské soustaveé r = (x +y 4z . Na povrchu S'je y = [ a element plochy je

dA = dAj = (dxdz)j . Protoze ii = jﬁ =0a ij =1, dostavame

EdA = — % AR g do)f= Ql3dxdz.
drey r r 4regr

Odtud ziskame elektricky tok plochou S:

[ ¢! ! d.
@E:qgﬁE‘dA:4§80J-—ldx'[—l 2 2Z 2)3/2:

(x +17+z
I
= ol J-l dx - =
1 . 1/2
) (x2+12)(x2+12+22) .
__OF ! ldx __9 tan_l(—x ]l =
27z _l(x2+12)(x2+212)1/2 278 Vxt+217 )
:i[tan_l(l/\/g)—tan_l(—l/x/ﬂ=6£,

€0

272'80

kde jsme vyuzili nasledujicich vztaht:

(b) z hlediska symetrie ulohy je jasné, Ze elektricky tok vSemi sténami krychle musi byt
stejny. Celkovy tok povrchem krychle je tedy Sestinasobek toku jednou sténou:

Q}g

Dy =6| — .
‘ [650 &

Vysledek potvrzuje, Ze elektricky tok @z uzavienou plochou je umérny naboji, ktery je
plochou ohranicen. Z vysledku je také opét ziejmé, Ze @ nezavisi na tvaru plochy, kterou
prochézi.
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I 4.8.3: Gaussiiv zdkon pro gravitaci

Jaké je gravitacni pole uvniti kulové dutiny o poloméru a a hmotnosti m?

Reseni:
Vzhledem k tomu, Ze intenzita gravitacniho pole také klesa s druhou mocninou vzdalenosti,
muzeme zavést gravitatni obdobu Gaussova zakona:

@, =-47Gmggy (4.8.2)

Jedinou zménou pii vypoctu gravitatniho toku je nahrazeni konstanty /g, — —-47G

aproménné ¢ . —> Meepi - Pro r <aje hmotnost uzaviend Gaussovou plochou nulova,

cel
protoze vSechna hmota se nachéazi v kulovém plasti. Gravitacni tok Gaussovou plochou je
tedy nulovy coz znamen4, Ze uvnitt dutiny je gravitace nulova!

3 4.38.4: Elektricky potencial homogenné nabité koule

Izolovana koule o poloméru a je homogenné nabita s hustotou ndboje p. Vypocitejte jeji
potencial v prostoru.

ReSeni:
S vyuzitim Gaussova zékona jsme v piikladu 4.4 ukazali, Ze elektrické pole takto rozlozeného
naboje je

Or 3 7 <a,
47[8061
E= (4.8.3)
0 5 T >a
drgyr

Obr. 4.8.6.

Elektricky potencial v bod¢ P; (zakreslen na obrazku 4.8.6) vné koule je

V(r)—V(0) = j 0 —= —dr'= 12,2 (4.8.4)

(§]
4re, P2 drgy r r

Elektricky potencial v bod¢ P», nachazejicim se uvnitt koule, je roven

V(r)=V(»)= .[ drE(r > a)— IdrE(r<a)_ j dr—=  _(Tar ==
@ 4725 p2 Ja 47[5 a’

2 2
S D R VI W O PR PO Pl
drgy a 4rmey a’ 2 &gy a a 2a a
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Prbéh elektrického potencidlu jako funkce 7 je zakreslen na obrazku 4.8.7:
4

3k.0
2a

keQ |\ ,

a

Obr. 4.8.7: Elektricky potencial ve vzdalenosti r od stfedu homogenné nabité koule.

4.9 Teématické otazky

1. Pokud je v néjaké oblasti prostoru nulova intenzita elektrického pole, znamena to, Ze se
v této oblasti nenachdzi Zadny elektricky naboj?

2. Mg¢jme elektrické pole nevodivé nekonecné velké roviny, rovnomérné nabité s konstantni
plosnou hustotou naboje. Pro¢ intenzita elektrického pole nezavisi na vzdalenosti od
roviny? Vysvétlete z hlediska prubéhu siloktivek.

Popiste elektrické pole vné utésnéné vodive trubice, do které vlozime bodovy naboj.

4. Mg¢gjme dv¢ izolované vodivé koule, z nichz kazda nese nadboj Q > 0. Koule maji polomér
a a b, kde a < b. Kterd koule ma vyssi potencial?

4.10 NefeSené ulohy

I 4.10.1: Nevodivi koule s dutinou

Koule o poloméru 2R je vyrobena znevodivého materidlu a je homogenné nabita
s objemovou hustotou naboje p. (Predpokladejte, Ze materidl neovliviiuje elektrické pole.)
Uvnitt koule se nachazi kulova dutina o poloméru R, viz obrazek dale. Vypoctéte elektrické
pole uvniti dutiny.

2R

Obr. 4.10.1: Nevodiva koule s dutinou.
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d4.10.2: P-N prechod

Pokud spojime dvé vrstvy polovodict typu N a typu P, dojde u jejich spoje diky rozdilné
relativni elektronové afinité¢ materiali k prechodu elektronti z materidlu typu N do materialu
typu P. Oblast z materidlu typu N tedy ziska kladny ndboj, zatimco oblast P se nabije
zapornym nabojem.

Modelujme tuto situaci za pomoci dvou nabitych rovin nekone¢ného prifezu, kazdé
o tloust’ce a, které se dotykaji vroviné¢ z = 0. Deska z materidlu typu N lezi v prostoru
0 <z < a aje rovnhomérn¢ nabita s hustotou naboje +py. Sousedici deska typu P lezi v prostoru
—a <z <0 aje nabita s ndbojovou hustotou —py. Tedy

+py 0<z<a
p(x,y,z):p(z)z —FPo —a<z<0
0 |Z| >a
(a) Naleznéte prubéh elektrického pole soustavy.

(b) Najdéte rozdil potenciali mezi body P; a P,. Bod P; se nachazi vroviné paralelni
s deskami ve vzdalenosti z; >a od stfedu desky. Bod P, se nachazi v roviné paralelni

s deskami ve vzdalenosti z, < —a od stfedu desky.

I 4.10.3: Koule s nerovnomérné rozloZenym nabojem

Koule z nevodivého materidlu o poloméru R je nabita s nabojovou hustotou p =ar, kde a je
konstanta a r vzdalenost od stfedu koule.

(a) Vypoctéte prabéh elektrického pole vné 1 uvniti koule.

(b) Naleznéte pribéh elektrického potencidlu vné i uvniti koule. Dbejte na spravné urceni
nulové hladiny potencialu.

(c) Jaké mnoZstvi energie je zapotiebi k tomu, abychom sestrojili popsanou konfiguraci
naboje?

(d) Jaky je rozdil potenciali mezi sttedem koule a bodem ve vzdalenosti 7 od stfedu? Dbejte
na spravné urceni nulové hladiny potencialu.

I 4.10.4: Tenka deska

Necht’ je v objemu velké plastové desky o tloustce d rovnomérné rozlozen néboj s hustotou p.
Prostiedek desky lezi v roving yz.

(a) Jaké je elektrické pole ve vzdalenosti x od stiedové roviny, je-li |x| <d/2?
(b) Jaké je elektrické pole ve vzdalenosti x od stfedové roviny, je-li |x| >d/2? (Navod: Cast

Gaussovy plochy umistéte do oblasti s nulovym polem).

3 4.10.5: Elektricka potencialni energie koule

Vypoctéte potencidlni energii koule o poloméru R, homogenné nabité s hustotou naboje p.
Odpovéd formulujte v zavislosti na celkovém naboji koule Q.
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3 4.10.6: Vypocet elektrického pole z elektrického potencialu

Obrazek 4.10.2 ukazuje zménu elektrického potencidlu V'se vzdalenosti z. Jeho velikost
nezéavisi na x ani na y. Potencial v oblasti -1 m < z <1 m Ize ve Voltech vyjadfit vyrazem
V(z)=15 —5z%. Vné této oblasti je pribéh potencialu v zavislosti na z linedrni, jak ukazuje
graf.

"z)
15
15-522
(- -0 N
[ |
lineairg\4 : 5 : linearni
[ |
| | ! ; | |
T T T T Z m
-3 <2 -1 1 7) 3 ( )
=5
-10
Obr. 4.10.2.

(a) Naleznéte analytické vyjadreni z-ové slozky elektrického pole E. v oblasti —1 m <z <I m.
(b) Jaka je slozka E. v oblasti z> 1 m? Dejte pozor na znaménko E..
(c) Jaka je slozka E. v oblasti z <—1 m? Dejte pozor na znaménko E..

(d) Tento pribéh potencidlu je zplsoben deskou, kterd je rovnomérné nabita s hustotou
naboje py. Kde je tato nabita deska umisténa? Jaka je hustota naboje v C/m’?
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