ELEKTRINA A MAGNETIZMUS
lll. Elektricky potencial
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3  Elektricky potencial

3.1 Potencial a potencialni energie

Z klasické mechaniky je znamo, ze piitazliva sila, ktera plisobi na ¢astici o hmotnosti m ve
vzdalenosti 7 od stfedu Zemé, je nepiimo umeérna ctverci této vzdalenosti podle vztahu

mM .
ng—G " r, (3.1.1)

kde G=6,67x10"" N-m’/kg’ je gravitaéni konstanta a ¢ je jednotkovy vektor smé&fujici
radidlné vnéj$Sim smérem. Zemé je zde chapana jako homogenni koule o hmotnosti M.
Odpovidajici gravitacni pole, které je definovano jako gravitacni sila pisobici na jednotku
hmotnosti, je vyjadfeno vztahem

F
__GM. (3.1.2)

_g
m r

g:

Povsimnéte si, Ze g zavisi vyhradné na M, hmotnosti vytvarejici pole, a r, vzdalenosti od M.

Obr. 3.1.1.

Uvazujme pohyb c¢astice o hmotnosti m vlivem gravitace (viz obrazek 3.1.1). Prace vykonana
gravitaci pii pohybu m z mista 4 do mista B je

Wg=ng-ds=f(-G’"der{GmMr=GmM(i—ij. (.13

2
by r rod, ry g

Vysledek W, nezavisi na délce drahy, kterou cCastice urazila, ale vyhradn¢ na poloze
koncovych bodl 4 a B. Dillezity je rozdil mezi praci vykonanou polem W, a praci vykonanou

vngjsimi silami Wy, napiiklad Vami. Oba vyrazy se liSi opacnym znameénkem, W, =W, .

V blizkosti zemského povrchu je gravitacni pole g piiblizné konstantni o velikosti
g= GM/r]% ~9,8m/s?, kde rg je polomér Zemé¢. Prace vykonand pritazlivosti pii pohybu
objektu z vysky y4 do vysky yg (viz obrazek 3.1.2) je

B B VB
W, =J.Fg -ds=jmg cosé’ds=—.|.mg cosgods=—J. mgdy=-mg(yg—y,). (3.1.4)
4 4 Y4

Vysledek opét nezavisi na celkové draze, je funkci vyhradn€ zmény svislé vysky vz — y4.



Ve

Obr. 3.1.2: Pohyb objektu o hmotnosti m z 4 do B.

Z vyse uvedeného prikladu je ziejmé, ze pokud se bude objekt pohybovat po uzaviené kiivce,
a vrati se znovu do mista, kde pohyb zapocal, vysledna prace vykonana polem bude nulova.
Rikame, Ze piitazlivé sila je konzervativni (zachovava se). Obecnégji: sila F je konzervativni,
pokud je jeji drahovy integral po uzaviené kiivce nulovy:

$F-ds=0. (3.1.5)

Vyklad konzervativni sily byva Casto spojen s ivodem do koncepce potenciadlni energie U.
Zména potencidlni energie ptifazena konzervativni sile plisobici na objekt, ktery se pohybuje
z bodu 4 do bodu B, je definovana jako

B
AU=Up-U ==[F-ds=-AW, (3.1.6)
A

kde W je prace vykonana silou na objektu. V ptipad€ gravitace, kde W= W,, a ze vztahu
(3.1.3), je mozné psat potencialni energii takto:

B GmM

Uy =-"""+Uy. (3.1.7)

kde Up je konstanta zavisla na vztazném (referencnim) bod¢. Referenéni bod je vyhodné
zavést tak, aby konstanta Uy byla nulova. V piipadé gravitace mizeme vztazny bod zvolit
v nekone¢nu a pak U,y(r =0)=0. JelikoZ U, zavisi na volbé vztazného bodu, fyzikalni

vyznam ma pouze rozdil potencidlnich energii U,. V blizkosti zemského povrchu, kde je
gravitacni pole g piiblizn¢ konstantni, méni pfedméty svoji potencialni energii v zavislosti na
zméng& vysky h podle vztahu U, = +mgh a prace vykonana gravitaci je rovna W, = —mgh.

Dalsi pojem, ktery souvisi s potencidlni energii je ,,potencidl”. Z AU ziskame gravitacni
potencial jako

B B
AngA;jg=—j(Fg/m)-ds=—jg-ds. (3.1.8)
A A

Fyzikalné¢ znamena V, zapornou praci vykonanou na jednotce hmotnosti gravitaci pii
pfemisténi ¢astice z bodu 4 do bodu B.

Nas popis elektrostatickych déji je znaéné podobny gravitaci. Elektrostaticka sila Fe, ziskana
z Coulombova zakona, je také nepifimo imérna Ctverci vzdalenosti nabitych objektl a je také
konzervativni. Zavedeni elektrického pole E je analogické poli gravitatnimu g. Rozdil
elektrickych potencialiit mezi dvéma body 4 a B definujeme také obdobné:



B B
AV:—j(Fe/qo)-ds:—jE-ds. (3.1.9)
A A

kde go je zkuSebni naboj. Rozdil potencialit AV je roven praci vykonané na jednotkovém
zkuSebnim naboji g pii zméné jeho polohy z 4 do B, za ptedpokladu, ze pfi tom nezméni
svoji kinetickou energii. Znovu je potfeba zdiraznit, Ze elektricky potencidl nesmi byt
zaménén za elektrickou potencidlni energii. Tyto dvé veliCiny jsou k sob¢ vztazeny takto:

AU =gqoAV . (3.1.10)

Jednotkou elektrického potencialu v soustavé SI je volt (V):
1 volt =1 joule/coulomb (1 V=11J/C) (3.1.11)

Pracujeme-li se systémy v métitku atomii nebo molekul, je joule (J) pftili§ velkou jednotkou.
Mnohem castéji se proto zde uziva elektronvolt (eV), ktery je definovan jako energie ziskana
(nebo pozbytd) pohybujicim se elektronem pii prichodu rozdilem potencidlti o velikosti
jednoho voltu:

leV=(l,6><10_19C)(IV):1,6><10_19J. (3.1.12)

3.2 Elektricky potencial v homogennim poli.

Uvazujme naboj +¢g pohybujici se po pfimce v homogennim elektrickém poli E = E|, -, jak
je ukazéano na obrazku 3.2.1 nalevo.

Al+—r AL —r

q i m

[

Obr. 3.2.1.: Nalevo — ndboj g se pohybuje po piimé draze v homogennim elektrickém poli E.
Napravo —. téleso hmotnosti m se pohybuje po pifimé draze v homogennim gravitaénim poli g

Jelikoz je draha rovnobézna s E, Ize rozdil potencialli mezi body 4 a B vypocitat takto:
AV =V V= [ E-ds=—E, [ ds=—Eod <0 GB.2.1)
=Vp~Va="), ="Lo), a8="Ey . ot

Je zieyjmé, Ze bod B ma nizsi potencial nez bod 4. Ve skuteCnosti sméfuji silokiivky
elektrického pole vzdy od vysSiho potencidlu k niz§imu. Zména potencidlni energie je
AU =Up-U  =—qEyd. Pokud je naboj kladny, je vysledny rozdil potencialni energie
zaporny, z ¢ehoz vyplyva, ze pii pohybu kladného naboje ve sméru pole se jeho potencidlni
energie snizuje. To také odpovida gravitani analogii zobrazené na 3.2.1 napravo, kde téleso
o hmotnosti m pii padu ve sméru pole g ztraci svoji potencialni energii (AU = —mgd).

Co se stane, kdyZ draha z bodu 4 do B neni rovnobéZna s E, ale je sklonéna o uhel 6, jak je
nakresleno na obrazku 3.2.2? V takovém piipadé vypocteme potencidlovy rozdil podle vztahu



B
AV =Vy~V, == E-ds=-E-s=—Escos0=—Ey. (3.2.2)

Obr. 3.2.2: Potencidlovy rozdil zpiisobeny homogennim elektrickym polem

Povsimnéme si, Ze na obrazku 3.2.2 smétuje osa y doli. Opét vidime, Ze pohyb ve sméru pole
E snizuje elektricky potencidl. Co se bude dit s potencidlem, pokud postupné projdeme drahu
A — C — B? V tom piipad¢ se bude potencidlovy rozdil sklddat ze dvou slozek, kazdy pro
jeden usek drahy:

Pii pohybu z 4 do C bude zména potencidlu AV, =—E,y. Nasledné, pfi draze z C do B,
bude potencidlovy rozdil nulovy (AV-p =0), protoZe tato ¢ast drahy je kolma na smér pole
E. Stejny vysledek ziskdme, pokud tuto ¢ast dréhy vypustime. MlzZeme to ucinit jen diky
tomu, ze pole E je konzervativni.

Povsimnéte si, ze po draze 4 — C — B je prace kondna jen podél ¢asti drahy AC, ktera je
rovnobézna se smérem pole. V bodech B a C je elektricky potencidl shodny (Vg =V,). Ze
vztahu AU =qAV vyplyva, ze k pohybu naboje z C do B neni zapotiebi zadné prace.
Vsechny body podél drahy spojujici C s B jsou na téze ,,ekvipotencidlni linii“. Podrobné&;jsi
budou ekvipotencidly probirany v kapitole 3.5.

3.3 Elektricky potencial zpusobeny bodovymi naboji

Vypoctéme rozdil potencidlu mezi dvéma body 4 a B zptisobeny nabojem +Q. Elektrické pole
vytvotfené nabojem Q je E = (Q/47r80r2)f' , kde r je jednotkovy vektor mifici do bodu, kde
sledujeme pole.

Obr. 3.3.1: Rozdil potencialli mezi dvéma body vytvotreny bodovym nébojem Q.

Podle obrazku 3.3.1, ze kterého je ziejmé, ze r-ds = ds cos@ = dr, dostaneme

£eds= j —dr = 0 (L—LJ. (3.3.1)

47z'gor dreg\rg 14

AV =Vy— VA:—I4”8 .
0



Znovu je nutno zdaraznit, ze rozdil potenciall je zavisly vyhradné na koncovych bodech
dréhy, nezéavisi na draze, které je spojuje.

Stejn¢ jako v pfipad¢ gravitace, je fyzikaln¢ smysluplny jen rozdil elektrického potencialu.
Miuzeme vybrat jeden referencni bod a v ném zvolit nulovy potencidl. Z praktickych divoda
je Casto vyhodné uvazovat referencni bod v nekone¢nu, pak elektricky potencial v bodé¢ P
vypocteme jako

P
V,,z—jE-ds. (3.3.2)
Podle tohoto vztahu je elektricky potencial ve vzdalenosti » od bodového naboje QO roven
1
V(r)= e : (3.3.3)
Areg 1

Pokud je pfitomno vice bodovych naboji, lze pfi vyuzZiti principu superpozice a ziskat
celkovy elektricky potencial jako soucet potenciali jednotlivych bodovych néboji:

1 qk dk
V(r)= L=k, ) £, 334
( ) 472'80 ; Vk e; Vk ( )
V tabulce uvadime souhrnné porovnani gravitace a elektrostatiky:
Gravitace Elektrostatika
hmotnost m naboj ¢q

. M . , .
gravitatni sila F, =—-G i T Coulombovasila F, =k, g r

r r

gravitacni pole g =F,/m elektrické pole E=F_/q

B B
rozdil potencialni energie AU = —IA F, -ds | rozdil potencialni energie AU = —J.A F,-ds

B B
gravitacni potencial V, = —.[A g-ds elektricky potencial V, = —.[A E-ds
potencial zdroje M: V, =— oM potencial zdroje Q: V, =k, Q

r r
‘A U g‘ =mgd (konstantni g) |A U e| =qgFEd (konstantni E)

3.3.1 Potencialni energie v soustavé naboju

Pokud je soustava uspofddana do urcité konfigurace vn&jSimi Ciniteli, pak plati vztah
AU =-W =+W,,; . Zména potencialni energie soustavy bude rovna praci, kterou je nutno
vynalozit vnéjSimi Ciniteli na vytvofeni dané konfigurace nabojti. Jednoduchym piikladem je
vyzdvizeni télesa o hmotnosti m do vysky A. Prace vykonand vnéjsim Cinitelem (napiiklad
Vami) je +mgh (gravitacni pole vykonalo praci —mgh). Pfedstavme si, ze premistime naboje
z nekonecna tak, aby na konci pohybu byly v klidu. Zacnéme se dvéma naboji ¢; a q».
Potencial jimi vytvoieny v bod¢ P bude V; (viz obrazek 3.3.2).



q
Obr. 3.3.2: Dvojice bodovych nabojti ve vzdalenosti 715.

Prace W, vykonand vngj$im vlivem pii pfemisténi druhého naboje ¢, z nekone¢na do bodu P
je Wr =g, V1. (K premisténi prvniho naboje nebyla spotfebovana zadna prace, W, = 0). Jelikoz
Vi =q,/4rsyr;,, kde 1, je vzdalenost métend od g; do P, dostdvame:

Up =W, =—1 492 (3.3.5)
dreg 1y

Pokud jsou néboje g; a ¢g> souhlasné nabité, bude nutno vynalozit kladnou préci na ptekonani
elektrostatického odpuzovani a potencidlni energie soustavy bude kladna, U;, > 0. V opacném
piipad¢, pokud maji ndboje nesouhlasné znaménko, je U, <0 z divodu pfitahovani mezi
naboji.

4 i 713
Obr. 3.3.3: Soustava trojice bodovych nabojt.

K pfipojeni tietiho néboje g3 do soustavy bude zapotiebi vynalozit praci

q
2 =q3(V1+V2)=—3(ﬂ+‘1—2j. (3.3.6)
dreg\ns3 13
Potencialni energie vysledného seskupeni bude
1
4rey \ 1o n3 I3

Rovnice ukazuje, Ze celkova potencialni energie je souftem piispévkl jednotlivych dvojic
nabojl. Snadno provedeme zobecnéni pro soustavu o N nébojich:

yo i%qiqj (3.38)
47[(90 i=1j=1 rij ’
J>i

kde podminka j > i vyluCuje dvoji zapocitani téhoz paru. Druhou moznosti je zapocitat kazdy
par dvakrat a vysledek vydélit dvéma:



1 N N 4. 1 N 1 N . 1N
U= YT _ 5y, > i s 24V (). (33.9)

17 v.. 2 i=1 47[80 j=1 I’l-j i=1

j#i

kde vyraz v zavorce, neboli V(r;), je potencidl v misté r; (zde je naboj g;) vytvofeny vSemi
ostatnimi naboji.

3.4 Spojité rozloZeni naboje

Pokud je naboj rozlozeny spojité, lze potencidl v bodé P nalézt séitanim piispévki
jednotlivych diferencidlnich elementl naboje dq.

Ag

Pl

AE

Obr. 3.4.1: Spojité rozlozeni ndboje

Uvazujme rozlozeni naboje ukazané na obrazku 3.4.1. Mame-li referencni bod s nulovym
potencidlem v nekonecnu, elektricky potencial vytvoreny nabojem dg v bod¢ P je

1 dg

dV = (3.4.1)
472'(90 r
Sectenim prispévkl vSech diferencidlnich elementti dostaneme
1 ¢d
dv = [=L. (3.4.2)
dreg” r

3.5 Odvozeni elektrického pole z elektrického potencialu

V rovnici (3.1.9) jsme zavedli vztah mezi E a V. Uvazujeme-li dvojici bodu, které jsou od
sebe vzdaleny malou vzdalenosti ds, bude vysledny diferencialni vztah

dV =-E-ds. (3.5.1)
V kartézskych soufadnicich je E=Exi+Eyj+EZl;, ds=sxi+syj+szf( a vztah (3.5.1)
ptejde na
dV =-Edx—E,dy—E.dz, (3.5.2)
odkud mame
ov ov oV
Ey=-—, E,=———, E, =——. (3.5.3)
ox oy 0z
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Zaved'me diferencidlni veli¢inu, ktera se nazyva ,,gradient* neboli operator ,,nabla*:

E=-VV. (3.5.5)

Vsimnéme si, ze gradient plsobi na skalar (elektricky potencidl) a vysledkem je vektor
(elektrické pole). Matematicky je elektrické pole E zaporné vzatym gradientem elektrického
potencialu V. Fyzikadln€é zaporné znaménko znamend ubytek, tedy elektrické pole mifi ve
sméeru ubytku potencialu V.

Pokud je naboj rozlozen sféricky symetricky, pak je vysledné elektrické pole funkci radidlni
vzdalenosti 7, tedy E = E,r. V tomto pfipad¢ je dV =—E,dr. Pokud je potencial V(r) znam,
ziskame E jako

E:l@f:-(iz)f. (3.5.6)

Napriklad elektricky potencial vytvofeny bodovym néabojem q jeV(r)=gq/4neqyr. Uzitim

piedchoziho vztahu ur¢ime jednoduse elektrické pole E = (g/ 47zgor2 )T.

3.5.1 Gradient a ekvipotencialy

Predpokladejme dvourozmérny systém s elektrickym potencidlem FV(x,y). Kfivky urcené
konstantni hodnotou ¥(x, y) nazyvame ekvipotencialnimi liniemi. Ptiklad ekvipotencialnich
linii je na obrazku 3.5.1.

V:('}

. V=Cl
V= (.‘2
X

Obr. 3.5.1: Ekvipotencialni linie.

(0]

Ve tfech rozmérech mame ekvipotencialni povrchy (plochy), které jsou definovany vztahem
V(x,y,z)=konst. Ze vztahu E=-VJV mizeme dokazat, ze smér E je vzdy kolmy na

ekvipotencialy v kazdém jejich bod¢. Nasleduje dikaz pro dvourozmérny prostor. Zobecnéni
pro tiirozmérny pfipad je ziejmé.
Diikaz:

Podle obrazku 3.5.2, necht potencial vbodé¢ P(x,y) je V(x,y). Nakolik se V zméni
v sousednim bod¢€ P(x+dx, y+dy)? Rozdil zapiSeme jako



dV =V(x+dx,y+dy,z+dz)-V(x,y,z) =

ov ov (3.5.7)

ov ov
= V(x,y)+—dx+—dy+-- |-V(x,y) »—dx+—dy .
( (x,») ™ o y J (x,») o 7 Y

Y

dy

o

Obr. 3.5.2: Zména V pti pfemisténi z jedné ekvipotencialni linie na druhou.

Za pomoci vektoru premisténi ds = dxi+ dyj ptepiSeme dV jako

av =| V5.9 -(dxi+dyj)=(VV)-ds=—E-ds. (3.5.8)
Ox oy

Probéhne-li ptfesun ds ve sméru teCny k ekvipotencidle prochédzejici bodem P(x, y), pak je
dV =0, protoze V je vSude na této linii konstantni. Z toho vyplyva, ze E je kolmé na ds podél
celé ekvipotencidlni linie. Tedy E je kolmé k ekvipotencidle. Na obrazku 3.5.3 je zobrazeno
nékolik ptikladl ekvipotencidlnich linii. Ve tfech rozmérech by ekvipotencialni povrchy mély
tytéZ vlastnosti. Z rovnice (3.5.8) je také zfejmé, Ze zména potencidlu dV je maximalni ve
sméru gradientu VV :

max [d—Vj =|vr|. (3.5.9)
ds

Fyzikdln¢ to znamena, ze gradient V V' vzdy mifi ve sméru maximalni zmény funkce V.

Obr. 3.5.3: Ekvipotencialni linie a elektrické siloktivky. Nalevo — homogenni pole E,
uprostied — bodovy naboj, napravo — elektricky dipol.

Vlastnosti ekvipotencidlnich ploch I1ze shrnout nasledovné:
1) Siloktivky jsou kolmé k ekvipotencidlam a sméiuji od vysSich k niz§im potencidliim.

i1) Ekvipotencidlni plochy vytvaifené bodovymi naboji maji tvar soustiednych kulovych
ploch. Pokud je zdrojem konstantni pole, maji tvar rovin kolmych na silokfivky.

ii1) Te¢na slozka pole podél ekvipotencidlniho povrchu je nulovd, ve vSech ostatnich
ptipadech je nutno pro piemisténi naboje po povrchu vykonat nenulovou praci.

iv) Pohybem naboje po ekvipotencialni plose se nevykonava zadna prace.

10



Pro ekvipotencialni plochy je uziteCna podobnost s topografickou mapou (Obrazek 3.5.4).
Kazda vrstevnice na mapé znazoriuje stejnou vysku nad motfem. Matematicky vyjadieno,
z = f{x, y) = konst. Gravitacni potencial pfi povrchu Zemé¢ je V, = gz a proto zobrazené kiivky
odpovidaji gravitatnim ekvipotencidldm.

0 y

%

x P(_'\"‘]:)

Obr. 3.5.4: Topograficka mapa.

I3 piiklad 3.1: Rovnomérné nabita ty¢

M¢jme nevodivou ty¢ délky ¢ majici rovnomérné rozloZzenou hustotu naboje A. Najdéte
elektricky potencial v misté P, které lezi v kolmé vzdalenosti y nad stfedem tyce.

y

oA
\

Obr. 3.5.5: Nevodiva ty¢ délky ¢ s rovnomérné rozloZzenou hustotou naboje.

ReSeni:

Uvazujme diferencialni element délky dx’, ktery je nositelem naboje dg=Adx’, jak je
nakresleno na obrazku 3.5.5. Poloha tohoto elementarniho zdroje je (x',0), pficemz bod P, ve
kterém sledujeme pole je umistén na ose y a ma soutadnice (0, y). Vzdalenost mezi dx’ a P je
r= ()c'2 + y2 )1/ 2 Ptispévek uvazovaného elementu k potencialu je dan jako

1 dg 1 Adx’

dV = .
y2)12

47[80 r a 472’50 (x,z +
Potencial V je v nekone¢nu nulovy, celkovy potencial vytvoreny ty¢i je tedy
0/2 ' l/2
A dx A |: ( ' 2 2)i|
= = In|x"+4/x"“+y =
A (0/2)++J(£/2)* + »?
Amey | —(012)++/(0/2)% + »?

kde jsme pfii integraci pouzili vztah

(3.5.10)

11



dx’ o
I—\/ﬁ)zln(x+ x2+y2).

Vykresleni V(y)/V,, kde V, = A/4rxeyv zavislosti na y// je na obrazku 3.5.6:

oy,

Wil

-4 -2 2 4

Obr. 3.5.6: Elektricky potencial podél osy prochazejici sttedem nevodivé tyce.

Odpovidajici elektrické pole 1ze ziskat jako
orv_ 4 (/2
ay 27[80)/ \/(5/2) i y

y ==

b

v souladu s vysledkem ziskanym z rovnice (2.10.9). V limit¢ />y prechdzi odvozeny
potencidl na vyrazné jednodussi tvar

2
2y
v A (L2442 +y2 | 2 Kj

In
4re —(z/2)+\/(z/2)2+y2 4rg . \/ 2y

A 2 A (02 A (¢
~ In | = In| —| = In| —|.
dreg 2y dre 32 2req \y

I3 piiklad 3.2: Rovnomérné nabity prstenec

Q

(3.5.11)

Uvazujme rovnomeérné nabity prstenec o poloméru R a hustoté naboje A (obrazek 3.5.7). Jaky
je elektricky potencial ve vzdalenosti z od stfedu prstence na stiedové ose?

X

Obr. 3.5.7: Nevodivy prstenec o poloméru R s rovnomérnou hustotou naboje A.
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ReSeni:
Uvazujme maly diferencidlni element d/ = Rd¢' na prstenci. Element je nositelem naboje
dq=Adl=ARd¢" ajeho piispévek k elektrickému potencidlu v misté P je

o\ dg__ 1 _Rdy
472'80 r 47[80 1[1324_22 '

Elektricky potencidl v misté P od celého prstence bude

1 AR Sﬁd' 1 27AR 1 0

= = . (3.5.12)
are \/Rz+z2 4re \/R2+22 4re \/R2+22

kde jsme provedli substituci Q =27RA za celkovy ndboj prstence. Podle rovnice (3.5.12),
muzeme slozku E. elektrického pole psat v souladu s rovnici (2.10.14) jako
oV 1 Oz
0z Are 2, 2\
0 (R +z )

V=jdV=

z

(3.5.13)

V limité pro z > R se potencial blizi potencidlu bodového naboje:

pot

472'80 z ’

I3 piiklad 3.3: Rovnomérné nabity kotou¢

Uvazujme rovnomérné nabity kotou¢ s polomérem R a ploSnou hustotou ndboje o leZici
v roviné xy. Jaky je elektricky potencial ve vzdélenosti z od stfedu kotouce na stfedové ose?

Obr. 3.4.3: Nevodivy kotou¢ o poloméru R a hustoté naboje o.

Reseni:

Uvazujme mezikruzi o poloméru ' a $ifi dr'. Naboj mezikruzi je dq'=odA' =o2xr'dr'.
Bod P, ve kterém sledujeme pole, je umistén na ose z ve vzdalenosti z mimo rovinu kotouce.
Podle obrazku je vzdalenost bodu P od mezikruzi r =(r'? +22)1/ 2. Z toho lze vypocitat
ptispévek elektrického potencidlu v P jako

1 dqg 1 o2xr'dr

dv = = .
Ameg r Ameg (2 52

Sectenim vSech mezikruzi dostaneme pro potencial celého kotouce
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R
o 2rr'dr’ o 2. 2 }
V= {m S [\/R +22 ||, (3.5.14)

V limité pro z> R mame
1/2
2 2
R R
VR? 422 :|z|(1+—2] z|Z|{l+—2+---j,
z 2z
a potencial se limitn¢ blizi bodovému néboji:

o R 1 om? 10
T 26y 2|7 4meg || 4meg ||

Podle ocekavani je ve velké vzdalenosti potencial nevodivého nabitého kotouce k nerozeznani
od potencidlu bodového nédboje (. Srovnani potencialu bodového naboje a kotouce je
vykresleno na obrazku 3.4.4.

VIV,
1]
4
3 bodovy naboj
. kotou¢
1
-3 25 =2 -15 -l -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 z/R

Obr. 3.4.4: Porovnani potencialli nevodivého nabitého kotouce a bodového naboje.
Elektricky potencial je zde vyjadren v jednotkach Vy = Q/4rneyR .

Povsimnéte si, ze elektricky potencidl ve stfedu disku (z = 0) je konecny a jeho hodnota je

y. =R _ Q2 R__120 5. (3.5.15)
280 7R 280 47[80 R

Potencial ve stfedu predstavuje praci potfebnou k pieneseni jednotkového ndboje z nekonecna
do stfedu kotouce.

Elektrické pole v bod¢ P dostaneme ze vztahu (3.5.14):

ov. o |z z
E =——=—|———F—/|, 3.5.16

> zeolm JT} o0
coz je v souladu se vztahem (2.10.18). V limitnim piipad¢ R > z piejde tato rovnice na vztah

E. =0/2¢, coz je elektrické pole nekonecné velké nevodivé desky.

I piiklad 3.3: Vypocdet elektrického pole z elektrického potencialu

Vyjdéme z elektrického potencidlu vytvoreného urcitym rozloZzenim néboje, které lze
v kartézskych soutadnicich zapsat ve tvaru

V(x,y,z)zxzy2 +Bxyz+C,

14



kde 4, B a C jsou konstanty. Jaké je elektrické pole odpovidajici tomuto potencialu?

ReSeni:

Elektrické pole nalezneme pomoci vztahu (3.5.3):

E, :—a—V=—2Axy2 -Byz,
0x

E, :—a—V=—2Ax2y—sz ,
0y

E, :—a—Vz—Bxy
0z

Hledané elektrické pole tedy je E = —(2A4xy? + Byz)i—(24xy? + Bxz) j— BxyKk.

3.6 Shrnuti
* Sila F je konzervativni, pokud je jeji integral po uzaviené kiivce nulovy CﬁF -ds=0.

= Zména potencidlni energie odpovidajici pusobeni konzervativni sily F na objekt

B
pohybujicisez4 doBje AU=Uz-U, =j-AF~ds.

» Rozdil elektrického potencidlu AV mezi body 4 a B v elektrickém poli E je urcen jako
B
AV =Vy-V,=AUlq, = —IA E-ds. Jeho velikost odpovida praci potfebné k premisténi
jednotkového néboje g z bodu 4 do B beze zmény kinetické energie.

= Elektricky potencial vyvolany bodovym nébojem Q je ve vzdalenosti » od naboje

1 0

472'80 r

Vir)=

Pro vice néboji 1ze vyuzit princip superpozice a vysledny elektricky potencial je pak

V(r):LZ&.

472'80 k ry

» Potencialni energie piifazena dvojici jednotlivych nabojl ¢; a g, vzdéalenych ry; je
Uo_1 919

drey 1,

= Zcelektrického potencidlu V'1ze pomoci gradientu ziskat elektrické pole E=-V /] .
V kartézskych soutadnicich Ize jednotlivé slozky zapsat takto:

AR G 4
ox oy 0z
= Elektricky potencial vytvofeny spojité rozloZzenym nédbojem urcime ze vztahu
- j@ .
dreg? r

15



3.7 Algoritmus vypoctu elektrického potencialu

V této kapitole ukdzeme, jak lze vypocitat elektricky potencial nejen pro diskrétni i spojité
rozlozeni naboje. Oproti elektrickému poli, které¢ je vektorovou veli¢inou, je elektricky
potencidl veli¢inou skalarni. Pro diskrétni rozlozeni néboje vyuzivame princip superpozice

a s¢itame jednotlivé prispévky:
V(ry=k, > Tk
() =ke) 5.
k Tk
Pro spojité rozloZeni naboje musime urc¢it hodnotu integralu
d
Vi =k <L
r

Integraci provedeme v nasledujicich krocich:

(1) Zacneme vypoctem elementu potencidlu dV =k dq/r

(2) Rozepiseme element naboje dg jako
Adl (délka)
dq=40dA (plocha)
pdV (objem)

(3) Substituujeme dg do vztahu pro dV.

(4) Zvolime vhodnou soutadnicovou soustavu a vyjadiime diferencialni element
(dl, dA nebo dV') a r podle zvolené soutadnicové soustavy (viz tabulka 2.1).

(5) PrepisSeme dV za pomoci integraéni proménné.

(6) Dokonc¢ime integraci a obdrzime V.

v zavislosti na zptisobu, zda je naboj rozlozen linearné, plosné nebo v prostoru.

Prvni moznosti, jak pracovat s vysledkem ziskanym po integraci potencidlu V je vypocet
elektrického pole ze vztahu E =—-V V. Je-li ndboj rozprostien v kone¢né oblasti prostoru, 1ze
obdrzeny vysledek ve velké vzdalenosti od ndbojii porovnat s polem bodového néboje.
Zvolime-li bod P velmi daleko od nabojt, bude se pole chovat jako pole bodového néboje,
které je nepiimo imérné ctverci vzdalenosti 7 a potencial bude nepiimo imérny vzdalenosti r.

16



V tabulce nize je popsany postup aplikovan na vypocet elektrického potencialu naboje
rozlozeného rovnomérné na tenké ty¢i, prstenci a kotouci.

Nabita ty¢ Nabity prstenec Nabity kotou¢

1) obrazek ¥ 4 %
1P P ot
\ s dg /6]
" 1 AVAF:
z f Vv
o X y ‘R\é ' :

L I
G

N
oy A
B
= P .*é““&___._
d

o . b
f— i 1

0 & X
2) vyjadreni dg
pomoci hustoty dq = Adx' dq=Adl dq=0ocdA
naboje
dg do vztahu av =k, 2 av =k, 22 dv =k, 2
prodV r r r
4) Prepis r a
diferencilniho dx’' dl=Rdy dA=2rr'dr
elementu do
vhodnych r=qx'?+y? r=+R?+z? r=Ar?+z?
soufadnic

k Adx' _ k ARdg¢' _ k2mor'dr

5) piepis dV dV = dV =—F—= dV =———
) pfep \/x'2+y2 \/m F2 422

( AR
2 (5} (Ej Ty _ 0 o 2. 2
6) Integrace V' |V'=,—In - V=ky——— V:—[,/R +z —|z|:|
’ T VR? + 22 2¢0
_(2j+\/(2) v
oV
E, =———= oV
e E= o B
, v z
7) vypocet E 2 /2
z potencialu = e 5 - _ 1 0Oz - ar .
0 = Z_
\/(KJ +y2 472.80 (R2+Z2) 280 |Z| R2+Zz
2
8) limita Ey ~ kezQ ; E ~ keQ : E =~ keQ :
bodového y 2,2 z7 2
naboje pro E p> 0 2 R s R
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3.8 Resené ulohy

H338.1: Elektricky potencial tvoireny soustavou dvou naboji

Uvazujme dvojici ndbojti podle obrazku 3.8.1. Stanovte elektricky potencial libovolného bodu
na ose x a nalezeny vztah vykreslete.

_q q
Obr. 3.8.1: Elektricky dipdl.
Reseni:

Elektricky potencial 1ze najit za pomoci principu superpozice. V libovolném bod€ na ose x
plati

) ! q+1(—q)_q{1 1}

dre |x—a| dre |x+a| - dre |x—a| _|x+a|

Tento vyraz lze piepsat do bezrozmérného tvaru
Vo 1 1
o |X_ 1‘

a

b
X
—+1
a

kde jsme oznalili V,=q/4reja. Vykresleni bezrozmérného elektrického potencidlu
v zé&vislosti na x/a je na obrazku 3.8.2.

V(x) 1V,

40

20

xXia

=20

=40

Obr. 3.8.2.

Z grafu je ziejmé, ze V(x) diverguje v bodech x/a =1, kde jsou rozmistény naboje.

33.38.2: Elektricky potencial dipolu

Uvazujme elektricky dipdl umistény v ose y, jak je ukdzano na obrazku 3.8.3. Naleznéte
elektricky potencial Vv bod€ P v rovin€ xy, a z n¢ho vypoctéte elektrické pole dipolu.

18



¥

Obr. 3.8.3.

Z principu superpozice je potencial v misté P roven

q
V=>V,= —,
z g 472'80[l”+ r_j

kde riz =7 +a2$2ra cos@.V limité¢ r > a plati

5 —-1/2 5
1_1[“@ +2(zjme} zlll_z(z) U}
r, r r r r 2\r r

a potencial dipdlu miizeme ptiblizné€ vyjadrit jako

1 1 1({a 2 a 1{a 2 a
V= 9 |2 _ |4 1——(—) +(—)cos0—1+—(—) +(—j00$9 =
dney | r, r_| 4dmegr| 2\ r r 2\r r

g 2acos@ pcosd  p-r

- - - >
dregr 1 47z50r2 47zeor2

kde p :2aqj je elektricky dipolovy moment. Ve sférickych soufadnicich je operator
gradientu roven

V:if'+186+ 1 i(i).
or roo rsin@ O0p

Vzhledem k tomu, Ze potencial je funkci jak 7, tak &, bude mit elektrické pole slozky ve sméru
 a 0. Vyusitim E=-VV dostaneme

Er:_a_V pcos'z, Egz_la_V:psmi, E,=0.
or  2rmeyr r 00  Aze,r

33.8.3: Elektricky potencial anuloidu

M¢jme anuloid s rovnhomérné rozprostienou hustotou naboje o, jak je ukazano na obrazku
3.8.4. Naleznéte elektricky potencial v bod¢€ P lezicim na ose symetrie.
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Pe

&V b |
7

Obr. 3.8.4: Anuloid s rovnomérnym rozlozenim naboje.

Reseni:
Vybereme maly diferencidlni element dA ve vzdalenosti » od bodu P. MnoZstvi naboje
obsazené v d4 je dano vztahem
dq=ocdA=ocr'dodr".
Ptispévek tohoto elementu k celkovému potencidlu v bodé P je
I dq_ 1 or'dodr

471'80 R 472'80 1[;,.’2_'_22

Integrovanim pies cely anuloid dostaneme

b2 44 b g0
V=47(; J'J~ r'dr'd@ 2ro r'dr o [\/bz_'_zz_\/az_'_zzil’
040

’7"'2+Z2 47[80 g [r12_+_22 25‘0

kde jsme vyuzili zndmého integralu

dVv

J'—ids - =s?+z?,
Vs?+z

Povsimnéte si, Ze v limit€¢ a — 0 a b — R pro potencial dostaneme
o[ ]
Vz—[ R2+22—|Zi|,

2¢
coz odpovida vysledku ziskanému pro nevodivy kotou¢ o poloméru R uvedenému v rovnici
(3.5.14).

@384:N aboj pohybujici se v blizkosti nabitého vodice

Tenka ty¢ je umisténa podél osy z od z=—-d do z=+d . Ty¢ je nositelem kladného néboje QO
rovnomérne rozprostieného po celé délce tyCe 2d s hustotou naboje 4= Q/2d.

(a) Vypoctéte elektricky potencial v bodé€ z > d podél osy z.
(b) Jak se méni potencialni energie, kdyz se elektron pohybuje mezi z = 4d do z = 3d?

(c) Pokud elektron za¢ind pohyb v bod¢ z = 4d, kde je v klidu, jaka bude jeho rychlost v bodé
z=3d?
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ReSeni:

(a) Pro zjednoduseni zavedeme nulovy potencidl v nekonecnu, FV(w)=0. UvaZujme
infinitezimalni element naboje dq = Adz' umistény ve vzdalenosti z' na ose z. Ptispévek
k elektrickému potencidlu v bod¢ z > d je pak

A dZ

dv = .
Arey z—2'

Integrovanim podle celé délky vodice pak ziskame vysledny vztah

=g 4 z+d
In

z—7 4rmgy, z-d’

V= A
472'80 Zid

(b) Vyuzijeme vysledku ziskaného v (a), elektricky potencial v misté z = 4d je
A 4d +d A 5
1 = In

V(z=4d)=—""In _ 5
471'80 4d —d 47[80

3 )
Obdobné elektricky potencial v misté z =3d je
A 3d+d A

V(z=3d)= In =
drey 3d—-d 4neg

In2.

Rozdil elektrického potencidlu mezi t€émito dvéma body je pak

AV =V(z=4d)-V(z=3d) = A 1n(§j>0.
4re 5

S vyuzitim skute¢nosti, Ze rozdil elektrického potencialu je roven zméné potencialni
energie jednotkového néboje, dostaneme

AU:qAV:—mln(gjw,
47[50

kde g = —e je naboj elektronu.

(c) Zapocne-li elektron sviij pohyb z klidu v bod¢ z = 4d, pak je zména jeho kinetické energie

rovna
15
AWy = 5 mve .
Ze zakona zachovani energie bude zména energie kinetické energie rovna
|e| A 6
AWg =—AU =——In| = |>0.
472'6‘0

Snadno jiz ur¢ime velikost rychlosti v bod¢ z = 3d:

Ve = 2|€| iln(éj
fin dregm \5)
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3.9 Tématické otazky
1. Jak se lisi elektricky potencidl od elektrické potencidlni energie?

2. Homogenni elektrické pole je rovnobézné sosou x. V jakém sméru zde mulzeme
pohybovat nabojem, aniz by bylo zapotiebi dodavat naboji vnéjsi praci?

Je bezpecné zlstat v automobilu s kovovou kostrou pfi boutce? Vysvétlete.
4. Proc jsou ekvipotencialni plochy vzdy kolmé na smér elektrickych silo¢ar?

Elektrické pole uvniti duté, rovnomérné nabité koule, je nulové. Lze z toho vyvodit, Ze je
uvnitt koule nulovy 1 potencial?

3.10 NereSené ulohy

33.10.1: Krychle

Kolik prace vyzaduje umisténi osmi shodnych nabojt, kazdého o velikosti g, do rohti krychle
o hran¢ a?

33.10.2: Trojice naboju

Trojice nabojii o velikosti ¢ =3x10'® C a ¢; = 6x10°° C je umisténa podle obrazku 3.10.1 na
ose x. Vzdalenost mezi g a g; jsou a = 0,6 m.

Obr. 3.10.1.

(a) Jakou silou pusobi na g zbyvajici dva ndboje ¢g;?
(b) Jaké je elektrické pole v pocatku soustavy zptisobené dvojici ndbojii g;?

(c) Jaky je elektricky potencial vyvolany dvojici ndboja g; v pocatku soustavy?

[ 3.10.3: Prace vykonana na nabojich

Dva néboje ¢;=3 uC a g =—4 pC jsou na pocatku ve vzdalenosti 7o = 2 cm. Vngj$im vlivem
je tato vzdalenost zménéna na rg, = 5 cm.

(a) Jaka prace byla vykondna elektrickym polem pti zméné polohy naboji? Je to prace kladna
nebo zaporna?

(b) Jaké prace byla vykondna vnéjsim cinitelem pti zméné polohy ndbojii? Je to prace kladna
nebo zaporna?

(c) Jaka je potencialni energie pocate¢niho stavu soustavy, kdyz jsou ndboje od sebe vzdaleny
2 cm?

(d) Jaka je potencialni energie kone¢ného stavu soustavy, kdyz jsou naboje od sebe vzdaleny
5cm?

(e) Jaka je zména potencialni energie mezi pocatecnim a kone¢nym stavem soustavy?
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E3.104: Vypocet pole E z potencialu V
V ¢asti prostoru piedpokladejme elektricky potencial dany vztahem
an 3Z

3/2°7
(X2+y2+22)

V(x, z, y) = VO —E02+

kde a je konstanta s rozmérem délky. Naleznéte prostorové slozky x, y, z elektrického pole.

E3.105: Elektricky potencial tyce

Ty¢ délky L lezi v ose x, poCatek soustavy je zvolen v levém konci tyCe. Ty¢ je nerovnomérné
nabita s hustotou ndboje 4 =ax, kde o je kladna konstanta.

»
Bé——
b
d
—x
A I I
Obr. 3.10.2.

(a) Jaky musi byt rozmér konstanty o?
(b) Vypoctéte elektricky potencial v bod¢ 4.

(c) Vypoctéte elektricky potencial v bod¢ B, ktery lezi ve vzdalenosti b od stfedu tyCe ve
sméru osy y kolmo na tyc¢.

33.10.6: Elektricky potencial

Predpokladejte, Ze je elektricky potencial v ¢asti prostoru zadany takto:
V(x,y,z)=V, exp(—k|z|)c0s(kx) .

Urcete elektrické pole v obecném bod¢ prostoru. Nacrtnéte elektrické siloktivky v roving xz.

E3.10.7: Vypocet elektrického pole z elektrického potencialu.

Ptedpokladejme proménny elektricky potencial podél osy x zndzornény graficky na obrazku
3.10.3. Potencial se ve sméru os y a z neméni. UrCete elektrické pole E,. Neuvazujte pribeh v
krajnich bodech.

(a) Urcete interval, ve kterém ma E, nejvétsi absolutni hodnotu. [25 V/m, v intervalu ab.]
(b) Urcete interval, ve kterém ma E, nejmensi absolutni hodnotu. [0 V/m v intervalu cd.]
(c) Vykreslete E, jako funkci x.

(d) Jaké je rozlozeni naboje, jimz je vytvoren vysledny potencial? Jak jsou néboje
rozmistény? [Nabité plochy podél osy x rozprostirajici se z bodl b, ¢, d, atd. ve sméru yz.
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PovSimnéte si, ze ploSny naboj velikosti o vzdy vytvaii nespojitosti v normalové slozce
elektrického pole o velikosti o/¢ .

H(volty)

b .
b Ppommnhonnateass [T FPR—— =
\ ; ! 15 ] ! d
: :- , é
T
! b a 4/
fmmdedenens Saac T, e B
E ; | | : x (m)
< I r 2 3
O S SO = I8 S

21 A C F
Obr. 3.10.3.

33.108: Elektricky potencial a elektricka potencialni energie.

Naéboje ¢, +2g a —q jsou rozmistény ve vrcholech pravothlého rovnoramenného trojihelnika
podle obrazku 3.10.4.

Obr. 3.10.4.

(a) Jaky je elektricky potencial v bod& P, ktery je uprostied piepony na spojnici +q a —q,
predpokladame-li V= 0 v nekonecnu? [ g/ x/Em:Oa]

(b) Jaka je potencialni energie U takto rozlozené trojice naboji? Jaky je vyznam znaménka
energie? [—qz/ 4\/5723051, zéporné¢ znaménko znaci praci, ktera byla vynalozena vnéjSim
Cinitelem na premisténi nabojii z nekonecna do zobrazené sestavy. ]

(c) Do sestavy se pomalu blizi z nekone¢na ¢tvrty naboj +3¢, ktery se umisti v bod¢ P. Kolik

prace bude potfeba vynalozit na tento poroces? Jaké bude jeji znaménko? [+3q2/ ﬁﬂeoa ,
préce je kladna, byla dodana vnéj$im Cinitelem, ktery premistil naboj z nekonecna]

I3 3.10.9: Elektrické pole, potencial a energie.

Trojice naboju, +50, =50, a +3Q je rozmisténa na ose y v polohach y =+4a, y =0, a y = —4a.
Bod P lezi na ose x v poloze x = 3a.
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(a) Kolik energie bylo spotfebovano na vytvoteni soustavy naboja?
(b) Jaké jsou x, y, a z slozky elektrického pole E v bod¢ P?
(c) Jakou hodnotu ma elektricky potencidl V' v bod¢ P, ptedpoklddame-li /= 0 v nekonecnu?

(d) Ctvrty naboj +0 je do bodu P pfemistén z nekoneéna. Jaké jsou x, y, a z slozky sily F,
kterou na néj ptisobi ptivodni trojice naboju?

(e) Kolik prace vykonal vnéjsi Cinitel na pfemisténi naboje +Q z nekone¢na do bodu P?
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