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TABULKA ZAKLADNICH KONSTANT

G=6,672x10"" Nm’> kg™ | gravita¢ni konstanta
c=3x10"ms™ rychlost svétla
h=1,05x10"*Js Planckova konstanta
0=567x10°*Wm?K™"* Stefanova Boltzmannova konstanta
b=0,00289 K-m Wienova konstanta

TABULKA HODNOT VELICIN

Mg =1,989x10*° kg hmotnost Slunce
M, =5,976x10* kg hmotnost Zemé
My =M, /81 hmotnost Mésice
m,=1,67x10"% kg hmotnost nukleonu
Rzs = 150x10° km vzdalenost Zem¢ — Slunce
Ryv = 384x10° km vzdalenost Zem¢ — M¢ésic
Rg =700 000 km polomér Slunce
Rz =6400 km polomér Zemé
P =4x10"W celkovy zatrivy vykon Slunce
b=2,662x10"J s moment hybnosti Zem¢ vzhledem ke Slunci
v=30kms" rychlost Zemé kolem Slunce
I=139kW m™ solarni konstanta (intenzita sluneéniho zafeni u Zeme)
JEDNOTKY VZDALENOSTI
au = 150x10° km astronomicka jednotka
ly =9,46x10" km svételny rok

pc =30,9x10"% km parsek




TYPICKE VLASTNOSTI HVEZD

polomér hmotnost hustota

éerna dira 3 km 1 My 10'® g/cm’
neutronova hvézda 10 az 100 km 1 Mg 10" g/em’
bily trpaslik 1000 az 10 000 km 1 My 10° g/m’
Slunce 700 000 km 1 My 1,4 g/lem’
veleobr az 500 R 1 My 10°® g/em’

RELATIVNi MAGNITUDA

rovnice ref. hodnota obor
vizualni m=-2,5logJ/Jy | Jy=2,54x10" Im/m’ vizulni
bolometricka m=-25logl/l, | I)=2,553x10"° W/m’ kompletni




I. ZAKLADNI VZTAHY

e au— astronomické jednotka: priimérna vzdalenost Zemé od Slunce, 150x10° km.
o ly—svételny rok: vzdalenost, kterou svétlo ulétne za jeden rok, 9,46x10" km.

e pc — parsek, paralaktickd sekunda: vzdalenost, ze které by polomér obézné drahy Zemé
byl kolmo k zornému paprsku vidét pod Ghlem 17, 30,9x10" km.

e m—relativni magnituda: logaritmickd mira jasnosti, m =— 2,5 log J/Jy. Tato defini¢ni
rovnici zavedl N. R. Pogson. Koeficient je volen tak, aby hvézdy s rozdilem péti mag-
nitud mély podil jasnosti 1:100. Znaménko minus v definici je z historickych davodu.
Magnitudy takto vypoctené odpovidaji historickému déleni hvézd do Sesti skupin (nula
nejjasnéjsi, 5 nejméné jasné pozorovatelné okem). Magnitudu nula ma hvézda s refe-
renéni jasnosti Jy. Nejjasnéjsi hvézda na severni polokouli Vega méa magnitudu ~ 0,
nejjasnéj$i hvézda nocni oblohy Sirius ma magnitudu — 1,6. Relativni magnituda vypovi-
da o skute¢né jasnosti hvézdy na obloze, ktera kromé svitivosti zavisi i na vzdalenosti
hvézdy. Magnitudu oznacujeme bud’ 10 mag, nebo 10™.

e M — absolutni magnituda: magnituda, kterou by hvézda méla ve vzdalenosti 10 pc. Zavisi
jen na skutecné svitivosti hvézdy. Kazdou hvézdu si predstavime ,,piestéhovanou’ do
vzdalenosti 10 pc. Zadavame-li vzdalenost hvézdy v parsecich, plati mezi absolutni
a relativni magnitudou jednoduchy vztah

M=m+5—-5logr. (1)

e 0 —deklinace: Oblouk mezi svétovym rovnikem (projekce roviny zemského rovniku na
nebeskou sféru) a hvézdou. Svétovy rovnik ma d = 0°, severni svétovy pol ma o = 90°,
jizni svétovy pol 0 = — 90°.

e «a —rektascenze: Oblouk mezi jarnim bodem a deklina¢ni kruznici hvézdy (kolmé na své-
tovy rovnik) méfeny ve stupnich nebo hodinach. Jarni bod (o =0° = 0 h) je prisecik
ekliptiky (primét roviny obézné drahy Zemé kolem Slunce na nebeskou sféru) se svéto-
vym rovnikem v souhvézdi Ryb. Slunce se nachéazi v jarnim bod¢ pfi jarni rovnodennosti.

e {—hodinovy uhel: thel mezi mistnim polednikem a objektem meéfeny ve sméru zdanli-
vého pohybu hvézd, tj. od jihu k zdpadu. Udava se v hodindch (azimut vyjadieny
v hodinach). Horni kulminace: hvézda v nejvyssim bodé své drahy (nad jihem, ¢ = 0 h).
Dolni kulminace: hvézda v nejniz$im bod¢ své drahy (nad severem, ¢ = 12 h).

e 0 —hvézdny Cas: hodinovy uhel jarniho bodu. Jde o rektascenzi hvézd, které prave kulmi-
nuji. = o + ¢. K danému datu nalezneme hvézdny Cas v hvézdarské rocence.

1. Parsek
Zadani: Spoctéte vzdalenost 1 pc.

Reseni: 1 pc (parsek, paralakticka sekunda) je vzdalenost, ze které vidime velkou poloosu ob&zné
drahy Zemé kolem Slunce pod tthlem ¢ = 1”. Uhel 1” je tak maly, Ze strany VS a VZ na obrazku
prakticky splyvaji a misto pravouhlého trojihelnika VSZ mizeme pouzit defini¢ni vztah uhlu
(Ghel je oblouk ku poloméru). Proto



Z:RZS

¢

kde / je vzdélenost 1 pc v metrech, Rzs je vzdalenost Zemé od Slunce a ¢ je uhel jedné vtefiny
vyjadieny v radianech:

: 2)

_1,5x10'"'m
R
60x60 360

I =3%10'% m. (3)

C6%>: e

2. Proxima Centauri
Zadani: Najdéte paralaxu Proximy Centauri, kterd je vzdalend asi 4.3 svételného roku.

Reseni: Diky pohybu Zem¢ kolem Slunce se zdd, Ze blizké hvézdy opisuji oproti vzdalenym
elipsu. Uhlovy polomér této elipsy se nazyva paralaxa hvézdy. Lze ji zméfit jen pro nejblizsi
hvézdy. Z definice thlu (jako v piredchozim ptikladé) tedy vyplyva, ze

oo Rzs _15x10Mm _ 1,5%x10" m

= =—=3,7x10" rad 4)
I 43ly  4,3%9,5x10"° m

coz je ptiblizn€ 0.76". Vidime, Ze i u druhé nejblizsi hvézdy po Slunci neni paralaxa ani cela 1".

3. Magnituda
Zadani: Jaky je rozdil magnitud dvou hvézd, jejichz jasnost se lisi stokrat?
Reseni: Magnituda je logaritmickou mirou jasnosti:

m=-2,5logJ/J. (5)
Koeficient —2,5 se objevuje pied logaritmem z historickych divodd, kdy nejjasnéjsi hvézdy
pozorovatelné okem mély tfidu 0, nejslabsi tfidu 5. Znaménko ,,—* zajist'uje, aby niz§i magnitudy
mély vyssi svitivost. Koeficient 2,5 zase zajisti, aby pro pomér jasnosti Ji/J, = 100 byl rozdil

magnitud prave 5:



Am=2.5 log(j—lJ=2,5 log100 =5. (6)
2

4. Pogsonova rovnice

Zadani: Odvod'te vztah mezi absolutni magnitudou a relativni magnitudou v parsecich (tzv.
Pogsonovu rovnici).

Reseni: Vime, Ze J klesd se Gtvercem vzdalenosti od zdroje (J~ 1//%) a tak mizeme podle
definice magnitudy psat:

2
r r
my—my = —2.510g(%j =-25 log(r—;]—Slog(r—zJ . (7)
1 2 1

Absolutni magnituda je magnituda hvézdy prepocitand na jednotnou vzdalenost 10 pc od zdroje
(hvézdy). Jestlize bude r, = 10 pc a my = M pro absolutni magnitudu a r; = r, m; = m pro relativni
magnitudu, pak

M —m=5log (1—Oj=5(log10—logr).
r

Pogsonova rovnice ma tedy tvar:
M=m+5—-5 log r, (8)

kde 7 je vzdalenost zdroje, ktera musi byt vyjadiena v parsecich.

5. Absolutni magnituda Slunce
Zadani: Urcete absolutni magnitudu Slunce. Relativni magnituda je m = —26,6.
Reseni: Nejprve prevedeme vzdalenost Slunce od nas (1 au) na parseky.

_150x10°

= STi0" pe=4,84x107° pc. (9)

r

Nyni z Pogsonovy rovnice dostavame
M =m+5-5logr=—26.6+5-5%x(-5,3)=4,9. (10)

Absolutni magnituda Slunce je tedy pfiblizné M = 5.



6. Mérny vykon Rigelu

Zadani: Hvézda Rigel ze souhvézdi Orionu je od Slunce vzdéalena 240 pc a jeji relativni
magnituda je 0,18™. Hmotnost Rigelu je 17 hmotnosti Slunce. Uréete vykon hvézdy na jednotku
hmotnosti tak, Ze jeji parametry porovnate se Sluncem.

ReSeni: Nejprve ur¢ime z Pogsonovy rovnice absolutni magnitudu Rigelu

M giq =mpgig +5-5logr=—6,72. (11)

Pro svitivosti Slunce a Rigelu plati

Lo
MRig_MS:—2,5( ;ng =

S
(12)
MRig_MS
ﬂ =10 29
Lg
Pro mérné vykony mame
‘JPRig _ LRig /MRig _
(13)
Myig—Mg M
=10 2 —5- = 2300
MRig

Hmotnosti jsou vysazeny odlisSnym fontem, aby nedoslo k zdmén¢ s magnitudou.

7. Hodinovy uhel Aldebaranu
Zadani: Urcete hodinovy uhel hvézdy Aldebaran dne 12. 10. 2000 ve 23h 10min v centru Prahy.

Souradnice Aldebaranu: rektascenze = 4h 33min; deklinace 0 = 16°.
Souradnice centra Prahy: zem. délka: A = 14°23' zem. §itka: ¢ = 50°07'.
Hvezdny cas k piilnoci 12. 10. 2000 (z Hvézdarské roc¢enky): 6 = 1h 2min.
Reseni: Nejprve uréime mistni hvézdny ¢as (zanedbame rozdil mezi stfednim a pravym ¢asem).
Pro pfevod thlovych a ¢asovych udajii uzijeme 1° = 4min (15° = 1h), resp. 1’ =4s (15’ = Imin):
6ioc =0+ A+1y=1h2min + 0h 58 min + 23h 10 min =

. . (14)
=25h10min=1h 10min.

Dale ur¢ime hodinovy uhel hvézdy
t=0,. —a=1h10min —4h 33 min =20h 37 min . (15)

Aldebaran se tedy nachéazi nad jihovychodem, kulminovat bude za 3h 23min (bude nad jihem,
t =24h).



8. Jety kvazaru - fiktivni nadsvételna rychlost

Zadani: Vzdaleny kvazar je zdrojem dvou vytryskil latky (jet) z nichz jeden se pohybuje
smérem k pozorovateli pod malym uhlem témét rychlosti svétla. Urcete, jakou rychlost naméfi
pozorovatel.

ReSeni: Poloha objektu je dana vztahy:
x(t)=vtsine;

(16)
y(t)=yy—vtcoso.

Signal ptichazi k pozorovateli se zpozdénim v Case

r=r+ 20 17)
c
Rychlost, kterou zjisti pozorovatel, proto bude
U_%_dx/dt_ vsino _ csinoy co _2c (18)
dz dr/de | _U o voc l-cosa a<l 1-(1-a?/2) a
c

Z vysledku je zfejmé, Zze pohybuje-li se jet smérem k pozorovateli, tato fiktivni pozorovana
rychlost snadno pievysi rychlost svétla.

9. Planckovy sSkaly

Zadani: Naleznéte takové kombinace konstant ¢, G, 7, které daji pfirozenou jednotku pro délku,
¢as, hmotnost a energii.

c=3x10% ms™!,

G =6,67x10""" kg™ 'm3s7? (19)
h=1,05x10"*kgm?s™! .

ReSeni: Pokusime se vytvofit vyraz pro délku /p, Cas fp, hmotnost mp a energii Ep. Zacneme
délkou tak, ze napiseme soucin vyse uvedenych tii konstant, s neznamymi exponenty «, 3, y:

Ip =c*GPn” . (20)



Tato rovnice ve skuteCnosti predstavuje Ctyfnasobnou rovnost: rovnost ¢iselnou a rovnost
rozmerovou v metrech, kilogramech a sekundach. NapiSeme nyni rozmérové ¢asti vytvorené¢ho
vyrazu:

m'kg’s? = m% kg Pm*FsPkg"m? s . (21)
Nyni zapiSeme soustavu rovnic pro exponenty u metru, kilogramu a sekundy:
l=a+36+2y,
O=-f+7, (22)

O=—-a-20-v.
Resenim této soustavy ziskame jednoznaéné feseni pro exponenty
a=-3/2; p=1/2; y=1/2.
Tyto exponenty jednoznacné az na nasobici ¢iselny faktor urcuji velikost Planckovy délky. Zcela

analogickym zplisobem miiZeme odvodit vztahy pro ostatni Planckovy veli¢iny. Vysledky udava
nasledujici tabulka:

hG

Ip = = ~107° m,
tp = hG ~107 s
C
o (23)
mpz\/; 10" kg,
Ep= hGS 10" Gev.

Poznamka: Planckovy $kaly jsou pfirozené jednotky pro nas vesmir. V Planckové Case se oddé€lovala gravitacni
interakce od ostatnich interakei (doslo k naruSeni supersymetrie) a vesmir poprvé ziskal vlastnosti podobné dneSnim
vlastnostem. V tomto ¢ase mél vesmir komplikovanou prostorovou strukturu, jejiz zakladnim elementem byla vlakna
o rozmérech Planckovy délky. Priméra pohybova hmotnost (energie) Castic v té dobé byla rovna Planckoveé
hmotnosti (energii).

10. Vektorovy souéin
Zadani: UkaZte, Ze vektorovy sou€in ma tenzorovy charakter.
Reseni: Pomoci klasické definice pies determinant miZete vektorovy soucin zapsat jako
i j k ayb, —a.b,
c=axb=det|a, a, a,|=|ab,—-ab, |. (24)
b

. b, b, ab,—ab,

Uz z tohoto zapisu je ziejmé, Ze se vektorovy soucin nemtize transformovat jako vektor, protoze
se tam vyskytuji sou€iny ptivodnich uspotfaddanych trojic a a b. Obecné jde o matici

Ckl =akbl — albk . (25)



Tato matice ma své transformacni vlastnosti a je to antisymetricky (C,; =—C ) tenzor druhého

radu. Antisymetrické matice maji na diagonale vzdy nulu a prvky pod diagonalou Ize dopoditat
z prvkl nad diagonalou obracenim znaménka. U nasi matice to vypada takto:

C= —C3 0 Cl . (26)

Existuji tedy jen tfi nezavislé prvky této matice. To svadi k tomu, napsat je do trojice
a interpretovat jako vektor. To ale nejde! Maximalné mizeme fici, Ze tvofi pseudovektor.

Variace prikladu: Kolik nezavislych prvki ma symetricka a antisymetricka matice ve dvou, tfech a Ctyfech
dimenzich.



Il. ELEKTROMAGNETICKE ZARENI

Tok energie elektromagnetického zateni je popsan relativistickym ctytvektorem (o, jw).
pw=3E-D+ H-B;  j,=ExH. 27)

Slozka p se nazyva hustota energie elektromagnetického zateni a zpravidla ji oznacujeme sym-
bolem u. Tti prostorové slozky ju se nazyvaji tok energie (Poyntingliv vektor) a zpravidla je
oznacujeme symbolem S nebo jde-li jen o velikost (tzv. intenzitu) symbolem /. Velikosti prosto-
rové a Casoveé Casti Ctyivektoru jsou spojeny vztahem I = uc. Z Ctytvektoru lze slozit rovnici kon-
tinuity

ag)—:V+diij=—j-E. (28)

Na pravé stran¢ neni nula, energie elektromagnetického zatfeni se nezachovava, prevadi se na
nabité ¢astice v podobé& hustoty Jouleova vykonu j-E.

NEKTERE DULEZITE VZTAHY

I=EH (29) | tok energie (intenzita, velikost Poyntingova
vektoru)

[[]=Jm s = W/m?

I=0T" (30) |tok energie — Stefan Boltzmanniv zakon

I=uc (31) |tok energie — vyjadieni z hustoty energie

u=ED/2 + HB/2 (32) | hustota energie — vypocet z elektrické i
magnetické slozky [u] = Jm™

u=ED (33) hustota energie — vypocet z elektrické slozky

u=HB (34) | hustota energie — vypocet z magnetické slozky

u=1/c=EH/c (35) |hustota energie — vypocet z toku energie

P=u/3 (36) |tlak elektromagnetického zateni

E/B=c (37) | poméry poli v elektromagnetické vine

c=1/ \/a (38) |rychlost svétla

Wientv zakon (vlnova délka maxima

Amax = DIT (39) vyzafovani)

10



1. Zareni husté jako voda

Zadani: Urcete pii jaké fazi expanze vesmiru (pii jaké teplot¢) mélo zafeni hustotu stejnou jako
voda.

Reseni: Mezi hustotou hmoty a energie plati jednoduchy vztah plynouci z Einsteinovy formule

pW:pmcz' (40)

Hustota hmoty bude odpovidat hustoté¢ vody. Hustotu energie zatfeni ur¢ime z toku energie, ktery
je dan Stefan Boltzmannovym zékonem:

I oT?
Py =—= : (41)
C C

Porovnanim obou vztahi uréime teplotu vesmiru, pii které mélo elektromagnetické zareni

hustotu stejnou jako voda:
4|p,, c?
T =152 =8x10° K. (42)
o

Poznamka: Vesmir mél tuto teplotu asi 4 minuty po Velkém tfesku a praveé se v ném zacinaly tvofit prvni lehké
prvky.

2. Teplota Slunce z vinové délky svétla

Zadani: Urcete povrchovou teplotu Slunce, vite-li, ze maximum vyzafovani je na vinové délce
500 nm.

ReSeni: Podle Wienova zékona je povrchova teplota rovna
b 0.00289 m-K

T = 5— ~5800K. (43)
Apax 500107~ m

Poznamka: Horké hvézdy vyzafuji obecné na kratsi vinové délce. Typické modré hvézdy maji povrchovou teplotu
pres 9000 K, zluté a zelené hvézdy okolo 6 000 K, cervené hvézdy jen asi 3 000 K. Wiendv zakon lze aplikovat i na

Vv

s maximem vyzafovani na vinové délce 10 mikrometrti. V této oblasti musi byt proto maximalné citliva ¢idla pro
detekci osob.

3. Zarivy vykon Slunce
Zadani: Naleznéte celkovy zafivy vykon Slunce, znate-li jeho povrchovou teplotu 7= 5800 K.

Reseni: Zativy vykon Slunce uréime ze Stefan-Boltzmanova zakona:
Py=1S=0T"47RS =
=5.67x1078x5800% x4z x(7x10%)% W = (44)
=4x10%° W

Poznamka: Obrovska hodnota zativého vykonu Slunce je dana je velkou hmotnosti. V priméru produkuje jeden
kilogram slune¢ni hmoty vykon velmi maly.
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4. Mérny vykon Slunce
Zadani: Jaky vykon se primérn¢ uvoliuje v jednom kilogramu slune¢ni hmoty?
ReSeni: Mérny vykon piepoéitany na kilogram je

P _
P==-5=2x10"* W/kg. (45)
MS

Poznamka: Piestoze je celkovy zafivy vykon enormni a obtizné piedstavitelny, je mérny vykon zanedbatelny. Jeden
kilogram slune¢ni hmoty by nepostacil ani k rozsviceni nejmensi zarovky. Termojadernd syntéza v centru Slunce
probiha velmi, velmi pomalu, zato vSak v obrovskych méftitkach. Ohromny vykon Slunce je tak dan jen jeho velkou
hmotnosti, nikoliv intenzitou termojaderné syntézy.

5. Slunec¢ni konstanta
Zadani: Uréete intenzitu slunecniho zareni v okoli Zemég.

ReSeni: Slune¢ni konstanta je intenzita sluneéniho zafeni (energie kolmo dopadajici na
jednotkovou plochu za jednotku Casu) nad atmosférou nasi Zemé. Tuto veli¢inu mizeme spocitat
jako podil celkového vykonu Slunce a celkové plochy povrchu koule prochizejici Zemi se
sttedem ve Slunci:

12=i2=1.4ka—2. (46)
4rR7q

@ Zemé

Im Slunce

I=1,4 kW/m?

Im

Poznamka: U nasi Zemé dopada na kazdy metr ¢tverecni plochy, kolmo postavené ke Slunecnimu zateni, vykon
1.4 kW. Tento ohromny vykon je pfimo vyuzivan v panelech slunecnich baterii kosmickych sond a ve sluneénich
elektrarnach. Pfi povrchu Zem¢ je tento vykon snizen rozptylem v atmosféte. Kromeé jaderné energie pochazi veskera
bézné dostupna energie na Zemi ze sluneéni energie. Dopadajici vykon slune¢niho zafeni je napiiklad casteéné
absorbovan rostlinami a pomoci fotosyntézy ukladan do energie chemickych vazeb. Po mnoha letech je tato energie
zpétné vyuzita pii spalovani uhli, nafty nebo benzinu. Dopadajici zafeni zptisobuje také odpatrovani vody z povrchu
Zemé¢ a umoznuje tak vodni kolob¢h. Proto i energie vyuzivana ve vodnich elektrarnach ma prapivod ve slunecni
energii.

6. Teplota Slunce z intenzity zareni

Zadani: Urcete povrchovou teplotu Slunce, vite-li, ze u Zem¢ je tok energie svételného zareni od
Slunce roven 1.4 kW/m?.

Reseni: Intenzita vyzatovani je definovana jako vykon na plochu neboli

12



AP
1, =—. 47
Z=5s (47)
Zarivy vykon v kouli kolem Slunce ve vzdalenosti 1 au (u Zem¢) je roven
Py=47R3g-1,. (48)

Protoze zname polomér Slunce Rs = 7x10° km, miizeme ptedchozi vztah prepoéitat na intenzitu
na povrchu Slunce jako

2
g = Ps _Rys
47RE RS

1,. (49)

Ze Stefan-Boltzmanova zdkona nyni plyne teplota na povrchu

- -
o

Po dosazeni dochazime k ptiblizné hodnoté 5 800 K na povrchu Slunce.

7. Elektrické pole slune¢niho zareni u Zemé

Zadani: Slune¢ni zafeni ma v okoli Zemé intenzitu 7 = 1.4 kW/m’. Naleznéte pramérnou
hodnotu intenzity elektrického a indukce magnetického pole v slune¢nim zafeni v misté, kde se
nachdzi Zemég.

ReSeni: Intenzita dopadajici energie je déna velikosti Poyntingova vektoru: I, = | S|=EH.
Pomér elektrické intenzity a magnetické indukce v elektromagnetické viné je E/B = c. Tyto dva
vztahy mizeme chapat jako soustavu dvou rovnic pro elektrické a magnetické pole:

U =EB; “==c. (51)

Vynasobenim a vydélenim obou rovnic dostaneme feSeni:

E=Jeuyl; B= /”TOI (52)

Vysledek: E = 726 V/m, B=2.4x10"°T.

Poznamka: Pole 726 V/m se na prvni pohled zda byt enormni. Musime si vSak uvédomit, ze rozdil potencialt
726 V je méten na vzdalenosti 1 m. Skute¢né emisni akty vSak trvaji kratkou dobu a pozorované svétlo se sklada
z usekd o rozmérech nékolikanasobku vinové délky. Na této vzdalenosti je jiz rozdil potenciald maly.

8. Tlak zareni

Zadani: Urcete rozméry casteCek prachu, u kterych je v mlhoviné kolem hvézdy vyrovnana
gravitacni sila tlakem zéfeni.

Reseni: Veli¢inu x charakterizujici centralni hvézdu v mlhovin€ budeme oznacovat indexem x,,
veliinu x charakterizujici zrnicko prachu indexem x,. Pro gravita¢ni silu plsobici na zrnicko
prachu vychazi:
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4 3

My gﬂRpppm*
= G 3 . (53)
r r

m
FG:G

Silu elektromagnetického zafeni ur¢ime jako soucin tlaku zéfeni a ucinné plochy zrni¢ka. Ta
zavisi na tvaru zrnicka a jeho orientaci vzhledem k dopadajicimu zafeni. V prvnim pfiblizeni ji
lze povazovat za prifez zrnicka:

1 1 I(r
FRaD = PrAD *S) =§”'”R§ =§—((:)'7FR§ (54).

Intenzitu zéafeni na povrchu hvézdy uréime ze Stefanova-Boltzmannova zdkona I(R,)=o0T, *4.

Intenzita ubyvé s kvadratem vzdalenosti, a v misté zrnicka proto bude [I(r)=0T, *4 -R*2 /r?.
Vysledny vztah pro silu zptisobenou tlakem zateni tedy bude:

Fpap= —— ——7 P (55)
3 ¢ 7

Povsimnéte si, Ze gravitacni sila i sila od tlaku zareni ubyvaji s druhou mocninou vzdalenosti od
hvézdy! Budou-li pro zrno urcité velikosti vyrovnany v blizkosti hvézdy, budou také vyrovnany
ve vetsi vzdalenosti. Mala zrnicka tak budou vypuzena tlakem zéfeni a velka zrni¢ka udrzovana
v mlhovin€ gravitaci nezévisle na tom, o kterou ¢ast mlhoviny jde.

Porovnanim obou sil snadno ur¢ime rozméry zrnicka, pro které jsou ob¢ sily vyrovnany:
= C T (56)

Pro rozméry zrni¢ek R, <R, pfevladne tlak zafeni a pro rozméry zrni¢ek R, >R, pfevladne

gravitace.

Hvézda

prachové
zrnko

Poznamky: Uvedené vztahy zavisi jen na hustoté prachu, kterd byva v celé mlhoving stejnd. V mlhovin¢ jsou vSak
oblasti s malymi rozméry zrnek a oblasti s vétS§imi rozmeéry. Dojde-li v mlhoving ke vzniku mladé hvézdy, jsou
oblasti drobnych zrnek vyfoukany vné mlhovinu, podobné jako je na pousti vétrem odvat drobny prach na tkor
hrubozrnného pisku. Tomuto jevu se fika fotoevaporace, zpravidla je zpusobena ultrafialovym svétlem mladych
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hvézd. Vysledkem fotoevaporace jsou charakteristické ostfe ohrani¢ené oblasti mlhoviny, které odolaly agresivnimu
zéafeni mladych hvézd. Naptiiklad u Orli mlhoviny obklopujici hvézdokupu M 16 se témto Gtvarim fika ,,Sloupy
stvofeni“. Obdobny jev také zname u komet. Casto mivaji dva ohony, jeden z hrubsich &astecek, ktery mifi blize ke
Slunci a je ovladan gravitaci a druhy z drobnéjsich ¢astecek, ktery mifi spise od Slunce a je ovladan tlakem zafeni.
Vzhledem k pfitomnosti odstifedivé sily nejsou oba ohony na spojnici kometa—Slunce.

9. Teplota téles a vinové délky zareni

Zadani: Naleznéte z Wienova zdkona vlnové délky vyzatovani pro hvézdy spektralni tfidy
W (80 000 K), G (6700 K), L (1700 K), ¢loveéka (310 K) a reliktniho zafeni (2,73 K). Naopak
urcete teplotu Cerné diry velikosti naseho Slunce, ktera zafi prevazné na vinové délce srovnatelné
s Schwarzchildovym polomérem (3 km).

ReSeni: Z Wienova zakona Ay, = /T snadno nalezneme:

objekt teplota vinova délka
hvézda typu W 80 000 K 36 nm
hvézda typu G 6700 K 431 nm
hvézda typu L 1700 K 1.7 ym
¢lovék 310K 9 um
reliktni zafeni 2,73 K I mm
gerna dira (3 km) 107 K 3 km

Poznamky: Nejteplejsi hvézdy spektralni tfidy W zafi prevazné v UV oblasti na velmi kratkych vinovych délkach
(Wolfovy-Rayetovy hvézdy). Podobné hvézdy jako Slunce maji spektralni tfidu G a zafi ve viditelné oblasti,
maximum vyzafovani Slunce je napiiklad na 500 nm. Lidské oko se v prubéhu vyvoje tomuto zafeni dokonale
prizpusobilo. Nejchladnéjsi znamé hveézdy typu L maji maximum vyzafovani v blizké IR oblasti. Sam ¢loveék by jako
absolutné Cerné téleso zafil asi na 10 um. Na této vinové délce musi byt citliva ¢idla monitorujici pohyb cloveéka
(¢idla na zlodé¢je apod.). Reliktni zafeni z doby oddéleni zafeni od latky, které prostupuje cely vesmir ma vinovou
délku asi 1 mm a je tedy z radiového oboru. Stejné€ tak jako v minulosti vypliiuje prostor ,,beze zbytku®. To je dano
tim, Ze vlnova délka zafeni se zvétuje spolu s rozpinanim vesmiru. Do 1 m® se tak vejde asi miliarda reliktnich
fotonti. Cerna dira velikosti Slunce by méla pranepatrnou teplotu a vyzaiuje velmi malo. Malé erné diry ale zati
vyrazné vice.

10. Uréeni poloméru hvézdy

Zadani: Hvézda s paralaxou 0,03” a vizudlni magnitudou 3,9™ ma maximum vyzafovani na
vlnové délce 500 nm. Urcete polomér této hvézdy.

ReSeni: Nejprve uréime z paralaxy m vzdalenost hvézdy r v parsecich a poté jeji absolutni
magnitudu M. Z porovnani se Sluncem mtizeme nalézt zaiivy vykon P hvézdy. Teplotu 7 ur¢ime
z Wienova zakona. Ze znalosti svitivosti a teploty mtizeme urcit polomér R hvézdy ze Stefanova-
Boltzmannova zakona. Ze zadani vime:

7=0,03"; ms=3,9"; A=500nm. (57)
Podle vyse uvedeného postupu ziskdme:
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R R 1 _
=2 = - = r(pc)=—-=33,3 pc;
r /4 z(")

My=m«+5-5logr = 1,2856™.
Nyni uréime zativy vykon a teplotu hvézdy

Mo—Mg=-2,5 (%j
S

P =Pg10% M s™M) 21 151028 W ;

T*=Lz5780K.

max
Zativy vykon je dan vztahem

P. =oT47R? .

Odsud jiz snadno ur¢ime polomér hvézdy R« =3, 4x10° km.
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lll. HVEZDY, SLUNCE

1. Hydrodynamicky €as

Zadani: Naleznéte hydrodynamické ¢asy pro Slunce, bilého trpaslika a neutronovou hvézdu.
(Hydrodynamicky cas je doba Sifeni poruchy a je pfiblizné¢ roven Casu, po ktery by castice
s povrchovym zrychlenim padala do centra objektu.)
ReSeni: Vime, Ze

mM

M
Wp:—G szgh,kdengF (62)

S pouzitim s = gt2 /2 vyplyva pro hydrodynamicky ¢as

[2s / 2R /2R3
t = |—= |[—— =,]—. 63
hydro g GM GM ( )
R2

Pro konkrétni hodnoty polomérti hvézdnych objektti dostavame nésledujici vysledky:

Slunce: ~ 40 minut,
bily trpaslik: ~1s,
neutronova hvézda: ~ 1 ms.

2. Jeansovo kritérium

Zadani: Odvod’te vztah pro kritickou hmotnost mlhoviny, pfi které se zacne vlastni gravitaci
hroutit. Predpokladejte, Ze hmotnost jedné molekuly je m, znate teplotu a hustotu mlhoviny.

Reseni: V mlhoving jsou dva typické procesy: 1) difuze zpiisobend tepelnym pohybem, ktera
mlhovinu zvétSuje. 2) gravitacni pfitahovani, které se snazi mlhovinu smrstit. Spoctéme
charakteristické rychlosti obou procesi:

Chaotickou tepelnou rychlost uréime z ekviparticniho teorému. Praimérna kineticka energie na
jeden stupeni volnosti je rovna prumérné tepelné energii na jeden stupent volnosti

~ 5T (64)

1, 1
Emv :EkT = Utep .
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Primérnou slozku rychlosti odpovidajici gravitaci ur¢ime z ekviparti¢niho teorému pro gravitacni
energii

| ) mM GM
Emv :GT = Ugravz T (65)
Nyni z podminky pro hrouceni vgray > Utep mame
—GM > k—T (66)
R m
Spolu se vztahem pro hustotu
M
p=— (67)
R3
lze kritérium upravit na tvar
3/2
M> (k_Tj L , (68)
mG \/;

ktery je znam jako Jeansovo kritérium. Pii vysSich hmotnostech nez je prava strana je mlhovina
nestabilni a mize dojit k samovolnému hrouceni.

Poznamka: Reseni lze pfesné odvodit standardnim vySetfovanim stability v hydrodynamice za pomoci poruch
rovnovazného stavu. Jeansovo kritérium je hranici, za kterou se poruchy samovolné netlumi a mlhovina se stava
nestabilni. Povsimnéte si také, Ze kriticka hmotnost je umérna p*. Kritérium poprvé odvodil Jeans v roce 1902.

3. Rovnovaha polytropni hvézdy

Zadani: Reste rovnovahu gravitaéni a tlakové sily ve hvézdé pro polytropni zavislost tlaku na
hustoté.

ReSeni: Pii feSeni se budeme zabyvat jen zavislosti na rozmérech hvézdy. Gravitacni sila ma tvar

1
Fgrav - F (69)

Tlakova sila je dana souc¢inem tlaku p ~ p”a povrchu S ~ R?, tj.

1

2 -3y p2
FtlakNP}/R ~ R }/R ~R3y_2'

(70)

Ob¢ sily za normalnich okolnosti klesaji s rozméry hvézdy. Rovnovaha se ustavi pii rovnosti
obou sil. Styl poklesu obou sil je stejny pro koeficient

=—. (71)
4 3
Diskutujme dva ptipady. Nejprve y>4/3. Tlakova kiivka je strm&j$i neZ gravitacni. Jestlize
hvézda zcela ndhodné zveEtsi své rozméry, prevlddne gravitacni sila a hvézdu opét smrsti. Zmensi-
li hvézda své rozméry, pievladne tlakova sila a nafoukne hvézdu na piivodni rozmér. Hvézda je
stabilni a vykyvy v jejich rozmérech neohrozi jeji existenci.
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V piipadé y<4/3 je tomu jinak. Jestlize hvézda zcela ndhodné zvétsi své rozméry, prevladne
tlakova sila a bude hvézdu nadale nutit zvétSovat rozméry. Hvézda bude nestabilni a minimalné
odhodi obalku. Zmensi-li hvézda své rozméry, prevladne gravitacni sila a bude nutit hvézdu ke
kolapsu.

F . F N

y > 4/3, stabilita y < 4/3, nestabilita

(tlakova strméjsi) (tlakova méné strma)
I I r
I I

F tlak
L grav B )
I T o
Lo Filak Lo Fgrav
1 | | 1 | 1
Ryor R, Rytor R Ry6r R, Rytor R

Poznamka: Material bilych trpaslikit ma polytropni koeficient blizky 4/3. Polytropni koeficient se ponékud méni
s hmotnosti trpaslika. Pfi hmotnosti pfiblizné 1,4 Ms ma polytropni koeficient pravé hodnotu 4/3 a pro vyssi
hmotnosti je bily trpaslik nestabilni. Této hranici se fika Chandrasekharova mez.

4. Schwarzschildova podminka
Zadani: Naleznéte podminku pro hranici mezi zafivou a konvektivni vrstvou ve hvézde.

Reseni: Piedpokladejme, Ze ve hvézdé vznikne bublina, ktera se chova adiabaticky (rychly dgj
spojeny s konvekci, pfi kterém si bublina nestaci vyménovat teplo s okolim). Pokud vzniklou
bublinu vychylime smérem vzhtru, bude situace stabilni (tj. bublina se vrati zpét a konvekce se
nerozvine), pokud v novém mist¢ plati

py>px =

p+d—'L: dr > p+d—'L: dr = (72)
b *

dp| dp|

dr b dr *

Nyni musime urcit ob¢é derivace (radialni gradienty). V bublin¢ plati adiabaticky zékon, t;.
PP =pp?, zatimco ve hvézdé mame ze stavové rovnice p./p.T. = p/pT . Z obou vyrazi

vypocteme hustotu p a ur¢ime derivace v posledni nerovnosti (tlak v bubling i okoli je tyz!):

1pdp _ pdp_pdT o)
ypdr pdr T dr|,
Vyraz snadno upravime na tvar
(l_ljld_l’ ar (74)
y)pdr dr|,
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Nerovnost vydélime pravou stranou, kterd je v aktivni hvézd¢ vzdy zaporna (teplota klesa se
vzdalenosti od jadra):

-1
Z(d_T] [ AN
p\dr dr y-1

pdl'  y-1

d(np) _ 7
d(InT) y-1’

Coz je Schwarzschildova podminka rovnovahy. Pokud podminka neni splnéna, rozvine se ve
hvézdé konvekce. Ve Slunci ma hodnota vyrazu vlevo lokdlni minimum v centru Slunce, kde
klesa az k 3,0. Se vzrustajici vzdalenosti od centra vyraz pozvolna roste, maximalni je v poloviné
Slunce, kde dosédhne azZ 5,2. Pak nasleduje velice svizny pokles dany vzrlistem opacity materialu,
a to az ke kritické hodnoté 2,5 ve vzdalenosti 0,7 Rs. Odtud az tésné pod povrch plati, zZe
d(In p)/d(In T) je roven 2,5. Znamena to, ze uvedend vnéjsi ¢ast obalu Slunce je v konvektivni
rovnovaze.

5. Rovnice rovnovahy polytropni hvézdy
Zadani: Sestavte rovnici rovnovahy polytropni hvézdy

ReSeni: Nechceme-li se omezit na odhady v minulém ptikladu, je tfeba skute¢né feSit rovnici
rovnovahy.

Cilem je sestavit takové rovnice, ze kterych bude mozné urcit zavislost tlaku p (r) a hustoty
hvézdy p () na vzdalenosti od centra. Jednou z rovnic je rovnice polytropniho chovani

p=kp’. (76)

Druhou rovnici ziskame z podminky rovnovahy gravitacni a tlakové sily na vrstvu tloustky dr
znazornénou na obrdzku. Na tuto vrstvu plsobi gravitacni sila

T G%)zd’" L dm=47r2p(r)dr . (77)
47r? p(r)yM(r
dF oy =G pr(z) ©) g (78)
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A((r) je hmotnost vnitiku hvézdy pod vybranou slupkou. Tlakova sila plisobici na slupku je

dF,, =47rdp. (79)
Z rovnovahy obou sil mame druhou ze sady rovnic:
dr r2

Posledni rovnici ziskame ze vztahu pro hmotnost . #(r):

M(r) = j 47cr? p(r)dr . (81)
0

Diferenciaci mame:

WM a2 (). (82)
dr

Soustavu té€chto tii rovnic feSime vhodnym diferen¢nim schématem. Po¢atecni podminky rovnic
jsou p(0) =py a -#4(0) = 0. Integraci se tlak smérem od centra snizuje. V okamziku, kdy p =0,
ukon¢ime integraci, nebot” jsme dosli az k povrchu hvézdy.

P

po  — -~

6. Porovnani vykonu

Zadani: Jaky je pomér zafivych vykont bilého trpaslika a normalni hvézdy, maji-li stejnou povr-
chovou teplotu? Piedpokladejte polomér trpaslika Rwp = 5000 km a polomér normélni hvézdy
Rn=1000 000 km.

Reseni: Maji-li hvézdy stejné teploty, maji také stejnou intenzitu vyzafovani na povrchu, takze
Pyp _ 0Twn - 47RGp _
Py oTy-47R%

4 p2

_ TwpRwp _

 pdp2 (83)
INRN

=1:40000.

Vidime, Ze zativy vykon bilého trpaslika je fadové 10 000 x menSi neZ u normalni hvézdy.
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7. Polomér Procyonu B

Zadani: Bily trpaslik Procyon B vyzatuje vykon P = 6,3x107* P . Jeho povrchova teplota je
T'=9 200 K. Jaky ma hvézda polomér?

Reseni: Jak vime z ptedchoziho piikladu je

2 4
PProc — RProc TProc (84)
P S RS T S ,

2
/P T
RProc = ;OC [T > ] RS =
S Proc (85)

2
=1/6,3x107* x(mj 700 000 km = 6 800 km.
9200

z ¢ehoz vyplyva polomér

8. Ubytek sluneéni hmoty
Zadani: Kolik procent slunecni hmoty se pfeméni v energii za jedno tisicileti?

Reseni: Hledame pomér hmoty, ktera se pfeméni na energii (ubude) a pivodni hmoty Slunce,
neboli
L_Am_ AE/c* PgAt/c? PsAt
M M M Mc?

(86)
_ 4x10%°x10% x365%24x3600

=7x107 " =7%x107° %.
2x103° x9x 1016 °

=X

Za celé tisicileti tedy souasnym vyzafovanym vykonem ubude jen sedm miliardtin procenta
slune¢ni hmoty!

9. Kryti produkce energie gravitacni kontrakci

Zadani: O kolik by se musel zménit polomér Slunce za rok, aby energie uvolnéna gravitacnim
smrifovanim odpovidala energii vyzafované Sluncem (R =700 000km, M =2x10""kg,
P =x10*° W)? Jak dlouho by mohlo Slunce kryt vyzafovanou energii z gravitaénich zdroji?

ReSeni: V nasem feseni budeme hledat jen hruby odhad a koeficienty vynechame.

2 2
w-aM o awoMag
R R’ 87
e e (87)
AR = AW —  AR= Py At.
Gm?* 7 GM ?

Za rok po dosazeni v sekundach dostavame A R =23 m. JestliZze by se tedy Slunce zmenSovalo
0 23 m za rok, pak by se pfi poloméru 700 000 km zmensovalo nejdéle
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_7x10* m

= — =30x10° let. (88)
23 m/rok

Slunce uz ale existuje nékolik miliard let (coz vime naptiklad z hornin na Zemi), a proto nemuze
byt zdrojem jeho energie gravitaéni smr§t'ovani.

10. Teplota slune€ni skvrny

Zadani: Odhadnéte teplotu ve slunec¢ni skvrné ze znalosti magnetického tlaku ve skvrné,
koncentrace Castic a teploty okoli.

ReSeni: Celkovy tlak vné i uvnitt skvrny musi byt stejny. Ve skviné je tlak souétem tlaku latky
a magnetického tlaku:

Pin +pmag = Pout>» (89)
BZ
nkTy, +——=nkT,,, (90)
2449
BZ
Tin :Tout_zluokn' (91)

Je ztejmé, Ze diky pfitomnosti magnetického pole musi byt teplota ve skvrné niZsi nez teplota
okoli.
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IV. GRAVITACE, TiZE, POHYBY

Gravitaci rozumime vzajemné pfitahovani dvou libovolnych téles. Toto pfitahovani se fidi
Newtonovym gravitatnim zadkonem. Nejjednodussi je zadat vztah pro potencialni energii (ska-
larni veli¢inu). Na télesa pisobi sila mifici k minimu potencialni energie, kterou ur¢ime ze vztahu
F =-VW,. Sila je veli¢ina vektorova a ma tfi slozky. V nékterych vyjimecnych piipadech postaci
znat jen velikost gravitacni sily, resp. jeji radialni slozku —0W,/or.

Tize je jen pfiblizny vztah ke gravitaci. Jde o linearni rozvoj potencialni energie. Tihové pole je
pouzitelné v situacich, kdy se pfili§ neméni naSe vzdalenost od centra gravitace (naptiklad na
zemském povrchu).

Ve vztahu pro potencialni energii i silu vystupuje soucin hmotnosti obou pfitahovanych téles.
Zpravidla jde o zdroj gravitace (M) a mensi testovaci télisko (m). Vyhodné je zavést veliiny ne-
zavislé na hmotnosti testovaciho télesa: potencial ¢ (potencidlni energie délend hmotnosti testo-
vaciho télesa) a intenzitu K (sila délena hmotnosti testovaciho té¢lesa). Potencial a intenzita zavisi
jen na parametrech zdroje pole. Podobn¢ se v elektrostatice zavadi potencidl a intenzita elektro-
statického pole vyd€lenim veli¢in nabojem testovaciho télesa.

gravitace
=— F.=— =—G
M PG M
p=—-G— Kg=——r=-G—
r al" 4
tize
oW-
W =mgh Fo=——"T_—_4
T LY &
0P
P =gh Kp=———=—
T on

1. Vztah mezi tihovym a gravitaénim polem

Zadani: Ze vztahu pro gravitacni potencialni energii odvod’te pomoci Taylorova rozvoje v bliz-
kosti povrchu vztah pro potencidlni energii tize.

Reseni: Vyjadieno v potencialnich energiich je
o Wy =mgh (potencialni energie tihového pole),

M ) : .
o W= elien (potencialni energie pole gravitacniho).
r
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N 4

~—1/r

Na prvni pohled se muze zdat byt divné, Ze v obou pfipadech pii vzdalovani od centra energie
roste. Intuitivné tusime, ze by gravitacni pisobeni mélo se vzdalovanim slabnout. Vysvétleni
spoc¢iva v tom, ze vztah pro tihové pole plati jen v t€sné blizkosti povrchu, takze o vzdalovani od
télesa nemize byt ani fec. Jde o linearni pfibliZzeni ke gravitanimu poli. Ve vztahu pro gravita¢ni
pole potencialni energie sice se vzdalovanim roste, ale k nule! V absolutni hodnot¢ skutecné pole
slabne k nule.

Nahrad'me gravita¢ni pole tecnou v blizkosti povrchu (ud€lejme Tayloriv rozvoj do prvniho fadu
vro=R):

Wa(r) =W (R)+ W (R)-(r=R)+--- . (92)
Potencialni energii miiZzeme posunout o konstantu a na silach se to neprojevi, takze postaci
We(r)= W&(R)-(r—R) =G’"A24 (r—R) =mG—A24h:mgh, (93)
R R
kde jsme zavedli tihové zrychleni vztahem
GM
R

2. Pad z malé vysky — diferenéni schéma

Zadani: Napiste diferen¢ni schéma pro pad télesa z malé vysky (tithové pole) a z velké vysky
(gravitacni pole). Pro pad z velké vysky uvazujte odpor atmosféry imérny rychlosti télesa. Pad
probiha jen v radialnim smeéru.

ReSeni: Pohybova rovnice pro malou vysku vyplyva z 2. Newtonova zakona s tihovou potenci-
alni energii

_BWT __8mgh 3

h= =—mg . 95
(Y on ¢ ©3)
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Vysledna diferencialni rovnice #=—g je mimoradné jednoducha a jeji feSeni bychom snadno
mohli najit analyticky. Tvorbu diferencniho schématu si proto ukazeme praveé na takto jednodu-

vvvvvv

reSeni.
l mg

Nejprve prevedeme diferencidlni rovnici druhého fadu na soustavu rovnic prvniho fadu (ve fyzice
k tomu vyuZijeme definice rychlosti jako prvni derivace hledané proménné podle casu):
dh
dt
dv
dt
Nebudeme nyni hledat feSeni v kazdém case (diferencidlni rovnice), ale jen v n¢kterych casech

diferen¢ni rovnice). V praxi to znamena nahrazeni skute¢ného feSeni lomenou ¢arou. Budou nés
tedy zajimat jen hodnoty

2

(96)
—g.

h,=h(t,),
n=ht) 97)
v, =u(t,).
Skute¢né derivace nahradime konecnymi rozdily:
hn+1 — hn =v, ,
At
Upntl “Un _
A8
Nyni vypocteme hodnoty # + 1 pomoci hodnot #:
hn+1 :hn +Un At,
(98)
Upp1 =V, —gAL.
Ziskali jsme tak diferen¢ni schéma, podle kterého pocitdme jednotlivé hodnoty
ho,UO = hl,vl = h2,1)2 = . (99)

Je ziejmé, Ze k numerické konstrukci feSeni postaci znat pocatecni vysku a rychlost (pocatecni

podminky), naptiklad:
ho = H,
(100)
UO = 0 .
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3. Pad z velké vysky — diferenéni schéma
Zadani: Reste pad z velké vysky za pomoci diferenéniho schématu.

ReSeni: Pii padu z velké vysky by analytické feSeni bylo velmi naroné. Numerické schéma je
vSak stejn¢ jednoduché jako u padu v tihovém poli. Predpokladejme, ze na cCastici pisobi
gravitacni sila a odpor prostfedi imérny rychlosti:

mi = -a _ Bi=
or
(101)
mM )
=-G — Br.
r
Rovnici opét pomoci rychlostni proménné pievedeme na soustavu dvou rovnic:
dr _
dt
102
w__ M _p, 1o
df ]/'2 m '
Po dosazeni diferenci za derivace mame
Tl = Tn
=v,,
At "
(103)
Une "V o _gM_B,
At 7 nz m
odkud snadno ziskame hledané diferen¢ni schéma:
Tyyl =1, TU,AL,
M (104)
UVp1 = U, —G—zAt—évnAt.
r, m
5 A AU
(o) . ()
t 0 t 1 t 2 t 3 t 4 g

Numerické Fedeni - nahrada lomenymi Carami
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4. Obéh télesa po kruhové draze

Zadani: Dokazte, ze ob¢h télesa po kruhové draze 1ze chapat jako slozeni pohybu rovnomérné
piimocarého a volného padu.

ReSeni: Kdyby na ob&zné draze piestalo pusobit centralni tdleso, pohyboval by se predmét
nadéle rovnomérné pifimocare ve sméru teCny k pivodni draze. Soucasné s timto pohybem se
sklada volny pad k centralnimu télesu. (Jind formulace: Rychlost obéhu se neméni, méni se vSak
smér rychlosti. Zména sméru rychlosti mifi do centra, je zpiisobena centradlnim télesem a jde o
volny pad.)

0] A

B

Cc -,

S
Z obrazku je zfejmad podobnost trojuhelnikl (pfedpokladame infinitezimalni posun télesa po
obézné draze) OAC a SOB. Proto miizeme psat:

AC_oB
BO XS

280 _ Al
Al ro

(105)

Dosadme nyni za volny pad Ahngt2/2 aza urazenou vzdalenost A/=vAt. Snadno
nalezneme ob&Zznou rychlost

GM

U= g]/': (106)

Za tihové zrychleni jsme dosadili zrychleni v misté ob&hu télesa.

Poznamky:
e Jde o stejny vysledek, jaky bychom ziskali porovnanim odstiedivé a gravitacni sily.

e Pfi povrchu Zemé Cini gravitaéni pad téles piiblizn€ 5 m za prvni vtefinu, na kruhové draze tésn¢ se
primykajici povrchu 5 m za kazdou vtefinu.

e Podosazeni za g lze vyraz upravit na tvar Gm M / P =mo’ / r a ziskat tak vztah pro ,,odstfedivou* silu.
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5. Treti Kepleruv zakon
Zadani: Odvod’te vztah mezi periodou ob¢hu télesa a polomérem drahy pro kruhovou trajektorii.

Reseni: Nejjednodussi je vyuzit vztah (106) pro kruhovou rychlost z minulého piikladu. Pokud
za polomér dosadime velkou poloosu obézné drdhy a, za rychlost obvod kruznice déleny
periodou, tj. 2za/T a za hmotnost centralniho objektu M zvolime hmotnost Slunce, vyjde ndm

po |SM L 274 [GM (107)
r T a

a’ _GM

T 4rx?
coz je tfeti Keplertv zakon pro kruhovou orbitu. Postupovat mizeme ale i jinak. Sta¢i porovnat
dostfedivou a odstfedivou silu

(108)

2
lad :G%. (109)
a a

Po dosazeni v = 2za/T za rychlost opét dostaneme tfeti Keplertiv zakon (108).

6. Kometarni draha

Zadani: Kometa se v okamziku opozice se Sluncem nachézela v odsluni. Jeji vzdalenost od
Zem¢ tehdy cinila 5 au. Velka poloosa jeji drahy je 4 au. Za jak dlouho projde kometa ptislunim?
V jaké vzdalenosti bude v tom okamziku od Slunce a od Zem¢?

ReSeni: Situaci ze zadani si nejprve zakreslime na obrazku:
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Nyni vyuzijeme tfeti Kepleriv zdkon a porovndme parametry drahy Zemé¢ s parametry drahy
komety (index K oznacuje kometu, index Z Zemi:
72 3 3
K=K o 1= [ExT, (110)
T; ay az
Po dosazeni (axk =4 au, az = 1 au, Tz = 1 rok) vyjde Tx = 8 rokii. Kometa projde pfislunim za
polovinu periody, tedy za 4 roky. Protoze je to cely pocet rokii, Zemé udéla piesné 4 obéhy a bude
na stejném misté. Z nakresu je pak patrné Ze projde ve vzdalenosti 3 au od Zemé a 2 au od Slunce.

7. Pad Zemé do Slunce
Zadani: Jak dlouho by padala Zemé do Slunce, kdybychom ji zastavili?

Reseni: Pii feseni nelze pouzit vztah pro volny pad, protoze se tihové zrychleni postupné pii
padu méni. Proto vyuZijeme k feSeni jednoduchy trik. PouZijeme tfeti Keplertiv zakon, v némz
porovname dvé¢ situace. Prvni je obeéh Zemé po kruhové draze (velka poloosa 1 au, excentricita
téméf nulova). Nyni si pfedstavme, ze Zemi postupné ubirdme obé&Znou rychlost. Jeji drdha uz
nebude kruhovéd, ale stane se elipsou, v jejimz jednom ohnisku stidle bude Slunce. S dalS$im
ubiranim ob&Zné rychlosti poroste excentricita elipsy az se elipsa limitn€é stane Useckou (s
poloosu 0,5 au a excentricitu rovnou velké poloose), po niz Zemé pada do Slunce. A to je ptripad
naseho volného padu. MiZzeme ho chapat jako limitu eliptické drahy. Indexem 1 budeme
oznacovat ptiivodni drahu Zem¢, indexem 2 limitni drahu pii volném padu:
2 3 3 3
%:“—g = T, = |2xT =0£ xlrok?> = T,=0,3536roku=129 dni (111)
1 4

Doba padu je polovinou periody. Zemé by do Slunce spadla volnym padem za cca 65 dni.

T,="?
a,=0,5au
€2~612

8. Priliv a odliv
Zadani: Pokuste se vysvétlit, pro¢ dochazi k ptilivu a odlivu dvakrat za den.

ReSeni: Piiliv a odliv vznika diky slapovym silam. Jde o to, Ze gravitace na viechny &sti télesa
nepusobi stejnou silou, na ty blizsi ptisobi silou vétsi. Na nohy ¢lovéka stojiciho na Zemi piisobi
vétsi gravitace neZ na hlavu. Ale pro ¢lovéka na povrchu Zemé je tento rozdil pranepatrny.

Mg¢sic ptusobi na Zemi pokrytou oceany a jeho pfitazliva sila je také pro rGzné oblasti riizna.
Vysledek si miizeme piedstavit jako slozeni dvou situaci:
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a) Na hornim obrazku voda tazena M¢sicem od Zem¢ (protoze je voda na pfivracené stran¢ vice
pfitahovéna).

b) Na prostfednim obrazku je Zemé tazena Mésicem pry¢ od vod (protoze je Zemé, ktera je blize
Mésici vice pritahovana).

¢) Na poslednim obrazku je skutecna situace. V misté¢ X je voda méné pritahovana nez Zem¢,
v misté Y je vice pfitahovana nez Zemé¢. Diky rotaci pak nastava pfiliv i odliv dvakrat denné.

S
O

X

Y

9. Gravitacni plisobeni Slunce a Zemé na Mésic
Zadani: Naleznéte pomér gravitacnich sil, kterymi ptisobi na Mésic Zemé a Slunce. Ktera sila je
VEtsi?

ReSeni:

2 2
Fov _ GMuMs | Rys :(RMZJ Ms _6.55%1070.0,33x10" =2,18 . (112)
Fapy GMyM, /Ry, \Rus 7

P

Sila, kterou na M¢sic pasobi Slunce je ptiblizné¢ dvakrat vétsi nez sila plisobici od nasi Zem¢.

10. P¥iliv a odliv
Zadani: Pokuste se vysvétlit, pro¢ dochazi k pfilivu a odlivu dvakrat za den.

Reseni: Ptiliv a odliv vznik4 diky slapovym sildam. Jde o to, Ze gravitace na viechny &asti télesa
nepusobi stejnou silou, na ty blizsi plisobi silou vétsi. Na nohy ¢loveéka stojiciho na Zemi piisobi
vEtsi gravitace nez na hlavu. Ale pro ¢lovéka na povrchu Zemé je tento rozdil pranepatrny.
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Me¢sic pasobi na Zemi pokrytou ocedny a jeho pfitazliva sila je také pro rtizné oblasti rtizna.

Vysledek si miizeme piedstavit jako slozeni dvou situaci:

a) Na hornim obrazku voda tazena Mésicem od Zemé (protoze je voda na piivracené strané vice
pfitahovana).

b) Na prostfednim obrazku je Zemé tazena Mésicem pry¢ od vod (protoze je Zemé, ktera je blize
Mgésici vice ptitahovana).

¢) Na poslednim obrazku je skutecna situace. V misté X je voda méné pritahovana nez Zem¢,
v misté€ Y je vice pfitahovana nez Zemé¢. Diky rotaci pak nastava pfiliv i odliv dvakrat denné.

11. Hmotnost Zemé

Zadani: Pokuste se urcit hmotnost Zem¢ z parametrii obézné drahy Mésice (tj. obézné doby
a vzdalenosti).

Reseni: Budeme postupovat obdobné jako pii odvozovani tietiho Keplerova zékona pro kruho-
vou orbitu — z rovnovahy odstfedivé a dostredivé sily pro Mésic:

2
Myv :GMMMZ : -
Rm Riu

(113)
Po dosazeni rychlosti do vyrazu pro rovnovahu sil snadno ziskdme vysledny vztah:
_47Ry
- oGrg

Poznamka: Parametry drahy Mésice lze relativné snadno ziskat experimentalné (obéZznou dobu a vzdalenost).
K vypoctu je vsak tfeba znat jeSté gravitacni konstantu. Proto se prvni snahy o jeji zjisténi (L. V. EStvosovy
experimenty s pfitahovanim kouli zavéSenych na torznim vldknu) nazyvaly ,,vaZenim Zemé*. Po dosazeni za zndmé
hodnoty Rz, Ty, G dostaneme My = 6% 10% kg.

M, (114)
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12. Hillovy ekvipotencialy

Zadani: Navrhnéte diferenc¢ni schéma pro vypocet gravitacnich ekvipotencial binarniho systému.
ReSeni:

Ay

(x,y,2)

=y

A%

Ekvipotencialy dvojice rotujicich hvézd jsou v tézistoveé soustaveé rotujici spoleéné s hvézdami
popsany vztahem

W

pot +

2 2
rot :_GMI_GMz_I’ w .

m r ry

(115)

Rota¢ni ¢len u kruhového obéhu jen posouvé potencidl o konstantu, ale bylo by ho mozné
vypocitat z tfetiho Keplerova zédkona (poloosa — perioda — frekvence). Hledani ekvipotencial
znamena fesSeni rovnice ¢ = const, tedy

\/x +y \/(x r) +y

Napi$me si nejprve normalovy a te¢ny vektor k hledané kiivce:
L] 99 99
ox dy
r=| 92 99
dy dx

Konstrukce ekvipotencidly znamena ,,pohyb* ve sméru tecného vektoru, diferencidlni rovnice pro
ekvipotencialu proto bude:

@ =const . (116)

(117)

dx_ do

dt dy (118)
d_ 99

dt ox
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Derivace nahradime kone¢nymi diferencemi

Xl ~ Xp :_a_¢
At oy |
" (119)
Y+l —Vn :+a_¢
At dx
n
a odpovidajici diferen¢ni schéma je:
xn+1:xn_a_¢ At,
y
5 " (120)
yn+1:yn+a_¢‘ At .
X n

13. Gravitace Zemé a Mésice

Zadani: Urcete pro soustavu Zem¢ — M¢sic polohu bodu, ve kterém je na spojnici obou téles
vyrovnano gravitacni ptisobeni.

k7 Fy
«—_—>

3 mTX
7 ™ !

ReSeni: Vzdalenosti Zemé a Mésice od hledaného bodu X oznaéime rz a rvy. Dv€ zakladni
rovnice jsou:

I"Z+I"M=RZM,

GmA/ZIZZGmAgM . (121)
rz ™

Prvni rovnice je soucet obou vzdalenosti, druha rovnice popisuje vyrovnani sil. Z druhé rovnice

snadno ziskame
M _ My - \/I = l ) (122)
ry M, 81 9

Z prvni rovnice je potom ziejmé, ze feseni je:

ry :%RZM =345600km, ™ :%RZM =38400km . (123)

14. Lagrangeuv bod L1 soustavy Zemé a Mésic

Zadani: UrcCete pro soustavu Zemé& — Mésic polohu Lagrangeova bodu L, tj. mista na spojnici
obou téles, ve kterém se gravitacni 1 odstfedivé sily vyrusi a téleso bude Zemi obihat synchronné
s Mé&sicem.
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ReSeni: ZapiSme rovnovahu gravitacnich a odstfedivych sil pro Mésic a pro testovaci tclisko
v Lagrangeové bod¢€ (uvaZzujeme, Ze se Zemé vlivem M¢ésice nepohybuje):

My M
Z M
, (124)
GmMZ —GmMM =mrza)2 .
ry o

Ob¢ télesa (Mésic i testovaci téleso) musi mit stejnou thlovou rychlost, kterou ze vztaht
vylou¢ime:

My 3=M3Z—AfM. (125)
(rz+my)” 1z vz
Soucasné plati
Z druhého vztahu vyloucime rz:
My My, My . (126)
R Rpi—ma)’ maRon =)
Oznac¢me x hledany podil rv/Rzm:
M M
My=—=tr—— M (127)
(1-x)" x"(1-x)
Rovnici snadno upravime na tvar
M
=1 T 21 M (128)
(1-x)" x*(1-x) My
Pro malé x provedeme rozvoj
1 M M
=43-S OM o 3 (S
X MZ Z
M M
3x3="M o =M
M, 3M,

y ERMzz/;‘LM =61 500 km . (129)
Z
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15. Unikova rychlost z Galaxie

Zadani: Jaka je unikova rychlost z gravitacniho pole Galaxie ve Slune¢nim okoli, vite-li, Ze
Slunce obiha kolem stiedu Galaxie rychlosti 250 km/s.

ReSeni: Kruhovou rychlost ur¢ime z rovnovahy odstfedivé a gravitacni sily

2
mv mM GM
=G—2 = vkmh:,/—. (130)
r 14 r

Unikovou rychlost ur¢ime z rovnosti kinetické a potencialni energie:

muv? mM 2GM
= G p = Uﬁnik = . .

(131)

Odsud vidime, ze
Vgnik =2 Ugrun - (132)

Po vypoctu ziskame pro tinikovou rychlost z Galaxie v misté naSeho Slunce hodnotu 350 km/s.

16. Cesta raketou na Proximu Centauri

R Je mozné doletét raketou na reaktivni pohon k hvézd¢, kterd je nejblize
- Slunci (Proxima Centauri, / =4,3 ly )? Fyzikalni princip raketového letu
se d& vysvétlit pomoci zakona zachovani hybnosti. V ¢ase ¢ ma raketa
u v+dy hybnost mv , potom v ¢ase ¢+d¢ vypusti zplodiny z motorti o hmotnosti

<_ _>

i - dm’ a absolutni rychlosti u. Tim hmotnost rakety klesne na hodnotu
m—dm’ a jeji rychlost se zméni na v+dv. Protoze raketa spolu se
zplodinami tvoii izolovanou soustavu, celkova hybnost se nezméni a dostaneme tak (viz obrazek)

mv=(m—dm)(v+dv)+udm’. (133)
Po roznéasobeni zavorek a zkraceni ptislusnych ¢lent dostaneme
0=mdv—vdm’'— dm’dv +udm’ (134)
—_—
maly ¢len

Zanedbame-li nejmensi ¢len dm’dv a zavedeme-li rychlost zplodin vzhledem k raketé jako
U=u-v, mizeme posledni vztah pfepsat do tvaru mdv=-Udm’. Protoze s unikajicimi
zplodinami hmotnost rakety klesa, mizeme pro diferencial jeji hmotnosti psat dm =—dm’, takze
z posledniho vztahu dostaneme

dm K T dm’
dv=U— = Idv':UI _
m m

Vo my

Av=-UmnZo, (135)
m

kde m,v, jsou pocate¢ni hmotnost a rychlost rakety a m,v jsou hodnoty konec¢né. Rovnice

(135) se nazyva Ciolkovského a znaménko minus naznacuje, ze raketa je urychlovana v opa¢ném
sméru, nez jsou vypoustény zplodiny. Bude-li se jednat o jednorozmérny pohyb s nulovou
pocatecni rychlosti, mizeme pro velikost dosazené rychlosti rakety Ciolkovského rovnici prepsat
do tvaru
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v=Un22, (136)
m

Kdyby m¢l let na Proximu Centauri trvat 20 let, méla by byt primérna rychlost rakety v = 0,22 ¢
kde ¢ je rychlost svétla. Pii uzitecné hmotnosti rakety m =1000 kg a rychlosti unikani zplodin
U =3 km/s dostaneme pro startovaci hmotnost rakety

mozmexp(ﬂ/U)z109557 kg, (137)

pfi¢emZ hmotnost vesmiru se odhaduje na 1053 kg. Odtud je zfejmé, Ze soucasna raketova tech-
nika se k cesté ke hvézddm pouzit neda.
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V. ROTACNI POHYBY

Rotacni pohyby jsou nejcastéjSimi pohyby ve vesmiru. Rotuji hvézdy, galaxie, mlhoviny. Je
proto tieba témto pohybliim vénovat pozornost. Ve vét§ing ptipadi Ize pouzit analogické vztahy
jako u transla¢nich pohybt, jen vystupujici veli€iny jsou jiné (misto soufadnic thly, misto
rychlosti thlové rychlosti, atd.). Zakladni veli¢inou charakterizujici télesa pii transla¢nich
pohybech je setrvacna hmotnost. Jde o schopnost téles branit se zméné svého pohybového stavu.
Analogickou veli¢inou je pii rotacnich pohybech moment setrvacnosti.

Maji-li piisobici sily rotacni symetrii, zachovava se veli€ina, kterou nazyvame moment hybnosti.
Jde o tustfedni veli¢inu pii rota¢nich pohybech s velmi jednoduchou geometrickou interpretaci.
Zakon zachovani momentu hybnosti totiz neni nic jiného neZz zdkon ploch: plocha opsana
privodi¢em télesa za jednotku Casu se neméni. Tento zakon zndme napftiklad u planet jako druhy
Keplertv zékon.

U rotujicich objektli se z experimentdlniho hlediska zajimdme o rychlostni profil v(r). Jde
o zavislost rychlosti v zavislosti na vzdalenosti od centra rotace. Tii rychlostni profily se
vyskytuji v astrofyzice velmi Casto:

1) rotace typu tuhé téleso: v(r) ~ r. Rychlostni profil je disledkem zndmého vztahu v = wr.
Téleso rotuje jako celek, vSechny body stejnou tthlovou rychlosti, obvodova rychlost je
umérna vzdalenosti od centra. Priklad: jadro Galaxie, rotujici tavenina skloviny pfi
odlévani zrcadla dalekohledu.

2) rotace typu vir: v(r) ~ 1/r. Rychlostni profil je diisledkem zachovani momentu hybnosti m
v r=const. Cim dale od centra, tim je rychlost rotace pomale;jsi. Piiklad: Vir na vodni
hlading.

3) Keplerovska rotace: v(r) ~ /7. Profil ziskame z rovnosti odstiedivé a gravitacni sily.

Ptiklad: planety obihajici kolem Slunce.

TRANSLACE ROTACE
x(7) vzdalenost o(1) uhel
V=X rychlost =@ uhlova rychlost
as=x zrychleni E=Q uhlové zrychleni
m setrva¢na hmotnost J = mr moment setrvacnosti
F sila M =Frsina(F,r) | moment sily
mx=F pohybova rovnice Jo=Mrg pohybova rovnice
p = mv hybnost b =Jw moment hybnosti
Wrr =mv*/2 |translaéni energie Wror = Jo*/2 rotacni energie
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RUZNE DEFINICE MOMENTU HYBNOSTI

b=Jw analogie s translacnim pohybem
2. e .
b=mr-¢ vyjadieny moment setrvacnosti
b=mrv, pomoci rychlosti v,,

b=mrvsina |pomoci celkové rychlosti p

b=m

lrxv| | pomoci vektorového soucinu

b=mrxv |jako vektor

b=rXxp jako moment hybnosti

b=2mdS/d¢ | pomoci plo$né rychlosti

KEPLEROVY ZAKONY

1. Kepleruv zdkon

Planety obihaji kolem Slunce po elipsach. Slunce se
nachazi ve spolecném ohnisku téchto elips.

2. Kepleruv zdkon

Plosnd rychlost obchu planety je konstantni. (Jiné
formulace: Plocha privodi¢e opsana za jednotku ¢asu se
neméni. Moment hybnosti je konstantni).

3. Kepleriiv zdkon

Druhd mocnina obézné doby je tmérna tieti mocniné
velké poloosy planety:
3
GM
== (138)
T 4rx

1. Rotace bodu

Zadani: Najdéte souradnice pootocené¢ho bodu v roviné.

Reseni: Bod si predstavime bud’ jako uspotadanou dvojici nebo jako komplexni &islo

A=(x,y)=x+1y.
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Otoceny bod bude mit souradnice

A’ =Aexp(ip) = (x +iy)(cos @ +isin @) =

: o (140)
=(xcos@ — ysin@)+i(xsin@+ ycos@).
Oddélime-li redlnou a imaginarni ¢ast mame soutfadnice nového bodu
X =xcosp — ysing ,
;[ Tone T aeng (141)
y =xsin@+ ycosp
V maticové podobé (matice rotace kolem osy z se oznacuje R,)
x") (cosp —sing 0)(x
Y |=|sing cosp O] y]|. (142)
4 0 0 1)\ z

Poznamka: Zkuste otocit bod (1,0,0) o 90°. Ukazte, Ze determinant rotaéni matice je roven 1, coz je pro rotace
charakteristické. Napiste transformaci jako infinitezimalni (cos @ =1; sin @ =@ ) a rozdélte operaci na dvé ¢asti —

jednotkovou matici a Cast zavislou na malém uhlu ¢. Pomoci této matice l1ze naptiklad rotovat snadno s obrazky na
monitoru.

2. Kyvadlo

Zadani: Reste pomoci diferen¢éniho schématu pohyb nematematického kyvadla (s obecnymi
rozkmity).

ReSeni:

P\ I
m
mg
Vyjdeme z pohybové rovnice rotujiciho télesa:
Jp=M, = ml’¢p=-mglsing = ¢+§sm¢:o. (143)

Pro malé rozkmity lze funkci sinus nahradit argumentem a rovnice ptejde v rovnici harmonic-
kych oscilaci. Pro velké rozkmity nejprve rovnici pfevedeme na soustavu dvou rovnic prvniho
radu:
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p=w,

144
@=-% sin Q. (144)
[
Derivace nahradime kone¢nymi diferencemi
Pns1 — Pn —
At "
(145)
Wpy) — Oy g
— T = — = gin
At g S n
a vypocteme nové hodnoty pomoci starych:
Pp1 =Py T 0y, At >
(146)

W, =0, —%(sin(pn)At.

Z odvozeného diferencniho schématu pocitame z hodnoty tihlu a thlové rychlosti v ¢ase ¢, nové
hodnoty v Case ¢, =t, + At.

3. Hvézda ménici rozméry

Zadani: Spoctéte rotacni periodu a magnetické pole nasSeho Slunce, pokud by zménilo rozmeéry
podle nasledujici tabulky (stalo se obrem, bilym trpaslikem nebo neutronovou hvézdou).
Predpokladejte, ze se pii hvézdném vyvoji zachovava moment hybnosti a magneticky indukéni
tok.

polomér perioda magn. pole
Slunce 700 000 km | 25 dni 10°T
obr 200 Rg ? ?
bily trpaslik 20 000 km ? ?
neutronova hvézda 50 km ? ?

ReSeni: Ze zdkona zachovani momentu hybnosti ur¢ime periodu:

2
J@ = const = % mR* 2?” = const = R? =const . (147)

Podil kvadratu rozméra a periody se pii hvézdném vyvoji zachovava. Priblizné se také zachovava
magneticky indukéni tok:

BS =const = B-47R? = const = BR? =const . (148)

Z poslednich relaci dopocteme chybéjici hodnoty v tabulce:
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Polomér Perioda Mg. pole
Slunce 700 000 km | 25 dni 1072 T
Obr 200 Rs 2700 let | 0.25x10°T
Bily trpaslik 20 000 km 29 minut 10T
Neutronova hvézda 50 km 0,01 s 2x10° T

Poznamka: Nase Slunce asi za 7 miliard let spotfebuje zasoby vodiku v jadfe, za¢ne hotet hélium a Slunce se stane
obrem s rozméry pfiblizné az po drahu Marsu. Po vyhoteni jaderného paliva se nakonec Slunce stane bilym
trpaslikem. Nase Slunce ale nema dostatek hmoty na to, aby se nékdy stalo neutronovou hvézdou. Nekteré
neutronové hvézdy maji tak silné magnetické pole, Ze na povrchu hvézdy vytvaii pevny povrch, ktery mize praskat
a byt zdrojem magnetotieseni. Takové hvézdy nazyvame magnetary.

4. Zakon ploch

Zadani: Kamen se pohybuje rovnomérné pifimocaie bez silového plisobeni. UkaZte, Ze pro zcela
libovolny bod v prostoru plati zdkon ploch: Plochy opsané privodicem ze zvoleného bodu za
stejnou dobu se neméni.

Reseni: Necht’ se kamen pohybuje po ptimce p. Zvolime libovolny bod A podle obrazku. Plochy
opisované privodi¢em maji stejné zakladny z (pohyb je rovnomérny ptimocary) a stejné vysky v.
Jelikoz jde o trojuhelniky, jsou vSechny plochy stejné.

Poznamka: Zakon ploch plati i tehdy, je-li v bodé A, ze kterého plochy pocitame, umisténo téleso, které budi

centralni silu. V nasledujicim ptikladu si ukazeme, Ze zdkon ploch neni nic jiného nez zakon zachovani momentu
hybnosti.
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5. Druhy Keplerav zakon

Zadani: Ukazte, ze zakon zachovani plo$né rychlosti neni nic jiného nez zdkon zachovani
momentu hybnosti a Ze pro jeho platnost staci, aby sily mifily do centra.

N4

ReSeni: Vektorovy soucin dvou vektorti ma velikost rovnou plose rovnobéznika natazeného na
vektory, protoze

|axb|:absina:S; resp. S=axb. (149)

Plocha opsana planetou za jednotku ¢asu je tedy imérnd momentu hybnosti b:

a8 _lrxdr 1, v=2 (150)
& 2 dt 2 2m

dr

Ukazme nyni, ze pro centralni pole se moment hybnosti zachovéava a pfitom viibec nezavisi na
pribéhu sily:

C;—b=m(f><v+r><V)=mv><v+r><F. (Is1)
t

Prvni ¢len je nulovy automaticky a druhy ¢len je nulovy pro silu mifici do centra nebo pro
nulovou silu (minuly piiklad). Centralni sila tedy postaci k platnosti druhého Keplerova zakona.

dS/dt=const.

Poznamka: Pruvodi¢ planety opiSe za stejné ¢asové useky stejnou plochu (jedna z moznych formulaci druhého
Keplerova zakona).

6. Od Keplera k Newtonovi

Zadani: Odvodte ze znalosti Keplerovych zdkoni, ze gravitacni sila ubyvd se ctvercem
vzdalenosti. Uvazujte kruhové orbity planet.

ReSeni: Predpokladejme rovnost odstiedivé sily a gravitaéni sily s obecnou mocninou vzdale-
nosti:
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=G 152
=G (152)
Za rychlost dosadime obvod drédhy déleny periodou, tj. v = 2z#/T a ihned ziskame vztah
a+l
r_GM (153)
T? 4z

Tento vztah piejde ve treti Keplertiv zdkon, pokud je a = 2.

7. Volny pad Mésice

Zadani: O jakou vzdalenost spadne Mésic k Zemi za jednu sekundu volnym padem? Proc¢
skute¢ny Mésic nespadne na Zemi?

ReSeni: Na M¢sic piisobi gravitacni sila

MM GM
MMg:G% — g:TZ, (154)
R7m Rm
kde g je tihové zrychleni v misté, kde obiha Mésic. Pro vzdalenost padu potom mame
1 GM 4t*
s=—gt’=—%—~15mm. (155)
2 2R7m

Mg¢sic za kazdou sekundu spadne o cca 1,5 mm k Zemi. Ve skuteCnosti se tento pohyb sklada
s rovnomérnym piimocarym pohybem ve sméru okamzité rychlosti. Slozeni obou téchto pohybt
da pohyb po elipse blizké kruznici.

8. Vzdalovani Mésice

Zadani: Mé&sic interaguje se Zemi slapovymi silami. V disledku toho dochazi k vyméné
momentu hybnosti mezi obihajicim Mésicem a rotujici Zemi. Mésic se proto vzdaluje od Zemé
0 3,82 m za stoleti. Jaka zména rotacni periody Zemé tomu odpovida, je-li moment setrvacnosti
Zem¢ y nasobkem momentu setrvacnosti homogenni koule? Hodnota y = 0,83 odpovida skutec-
nému rozloZeni hmoty uvnitt Zemé.

ReSeni: Zakon zachovani momentu hybnosti soustavy Zemé-MeEsic miizeme napsat ve tvaru
(vlastni rotaci Mésice zanedbavame, rotaéni moment je 10> orbitalniho momentu)

by +by; =const. (156)

Vyjadfeme nejprve rotacni moment Zeme

2 2 21 1
S Tz(t) Tz()
a orbitalni moment Mé&sice (z definice momentu hybnosti a obézné rychlosti)
byt = M yrv = My [GM 27(t) = 5\ (¢) . (158)

Po dosazeni (157) a (158) do (156) snadno ziskame diferencovanim vztah
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ATz _1bw Ar (159)
I, 2b; r

Po dosazeni vychazi zména rotaéni periody Zemé cca 2 milisekundy za stoleti.

9. Vzdalovani Zemé

Zadani: Za 7 miliard let bude Slunce ¢ervenym obrem a oproti dneSnimu stavu ztrati 20 % své
hmotnosti. Jak tato ztrata ovlivni drahu Zemé?. Piedpokladejte kruhovou orbitu a zakon zacho-
vani momentu hybnosti Zem¢.

Reseni: Oznaéme moment hybnosti Zemé
by = M ur = const (160)
Z rovnosti odstfedivé a gravitacni sily pro rychlost Zemé& na orbité plyne

= |Ms (161)

r

Dosadime-li tento vztah do zdkona zachovani hybnosti, mame

|GM
M, GM s r = const = \JM gr = const = M 4r = const (162)
r

Ziejmeé tedy plati

M
=—18, :Lrl =1,25 au. (163)

'y =
2T M, 08

Pokud uvazujeme zménu drahy Zemé zplsobenou ztratou hmotnosti Slunce, bude Zemé za 7
miliard let o ¢tvrtinu dale od Slunce nez dnes.

10. Efektivni potencial

Zadani: Zformulujte zdkon zachovani energie télesa obihajiciho kolem hmotného centra pomoci
veli¢in r, @, 7. Veli¢inu ¢ vyjadiete ze zdkona zachovani momentu hybnosti.

ReSeni: T¢leso pohybujici se kolem hmotného centra ma dva vyznamné zadkony zachovani, které
souvisi s asovou a rota¢ni symetrii lohy
. | | mM
e cnergie - E=Emr2+EJ¢2—G ,
r

e moment hybnosti - b=Jgp.

Jsou to dvé charakteristické konstanty, které piifadime dané planeté (komete, asteroidu, mésici)

a které zcela urcuji jeji (jeho) trajektorii. Dosadime-li za moment setrvacnosti J = mr? aza 1)
z druhé relace do prvni, ziska zdkon zachovani energie tvar:
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2
E=lmizi b _gmM (164)
2 2mr? r

kde prvni ¢len je radidlni energie, druhy rota¢ni energie a tfeti gravitani energie. Pfitom posledni
dva ¢leny dohromady ptedstavuji tzv. efektivni potencidlni energii
b2 mM
Wer=——-G : (165)
2mr r

tvofenou potencidlem odstfedivych a gravitacnich sil. Pribéh této funkce ma minimum ve stfedni
hodnoté radialni vzdalenosti planety. Kolem tohoto minima probihaji v radidlni soufadnici
oscilace (téleso se periodicky vzdaluje a pfiblizuje vzhledem k centru).

Takovyto piiklad ¢asto feSime pro znama E a b (pro dané téleso) a neznamé r(¢) jako

) 2 dr 2
PP==[E-Wqu()] - —=\/—[E—Weff(7”)]- (166)
m dt m
Odmocnina musi byt nezdpornd, a proto se miiZze uskute€nit jen pohyb s energii spliiyjici vztah

Vyznam této podminky je zfejmy z doprovodného obrazku. Pti pohybu po kruznici je dr/dz = 0.
T¢leso se nevzdaluje ani nepftiblizuje.

WA WA
Blr2
\\/7 Et-
Wert
—-ar oblast E > Wy¢r

11. Zemé jako harmonicky oscilator

Zadani: Urcete pohyb Zemé¢ v radialni soufadnici v pfiblizeni harmonického oscilatoru a urcete
periodu pohybu.

WA |

W= k(r-ry)/2

\ 4
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Reseni: Vzdalenost Zemé od Slunce kolisd kolem rovnovazné polohy, s nejvétsi a nejmensi
vzdalenosti 7. = 151% 10°km a Pmin = 147X 10° km. Pribéh efektivni potencialni energie odpovi-
da pribéhu z predchoziho ptikladu a pro ptipad Zemé muze byt jeho cast ptiblizena parabolou.
Staci tedy provést Tayloriv rozvoj Wee do 2. fadu v okoli minima. Parabolicka zavislost pak
neni nic jiného nez harmonicky oscilator. Nejprve musime nalézt radidlni vzdalenost, ve které ma
efektivni potencial minimum:

2
, MM
WeffZ— b 3+G ZZS=O f—
VA r
(168)
b 6
rg=——5——=149x10" km
GM ;Mg
a poté druhou derivaci v minimu
, _ 3% 2GM Mg MIMJG!
k=Why =——F - —FS=—~L5— (169)
zo "o b
Vyznam této veliCiny je ziejmy z Taylorova rozvoje
Weff(r)=Wo+%k(”—r0)2+"' =
(170)
F:—dW—effz—k(r—ro).
dr

Jde o tuhost oscilatoru. Periodu nyni jiz snadno urime ze zndmych relaci pro harmonicky
oscilator:

e | KM SMG? ’
My b’ 171
r=2%
w
Perioda ,.kmitt* vychdzi 7 ~ 365 dni.
12. Pohyb elektronu v magnetickém poli
Zadani: Ukazte, ze soustava elektrontll rotuje v magnetickém poli jako tuhé téleso.
Reseni: Z rovnosti odstiedivé a Lorentzovy sily mame
m:Z =QvB =
(172)
OB

v(r)=?r

a rychlost rotace je umérnd vzdalenosti, stejn¢ jako u tuhého télesa.
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13. Profil hladiny kapaliny v rotujici nadobé
Zadani: Naleznéte rovnici povrchu kapaliny rotujici spolu s nddobou.

ReSeni:

\ 4

xX=r xX=r
Hladina kapaliny se ustavi vZdy tak, aby byla kolma na vyslednici sil (to je zplsobeno tim, Ze
v kapalin€ neexistuji te¢né slozky napéti). Podle obrazku plati pro element Am v rovin€ xy:

F, Amv? 2
d—y:tga:—oz mv-/x v

=—. (173)
dx Fg Amg ax

Rotuje-li nddoba dostate¢né dlouhou dobu, bude veskera tekutina rotovat se stejnou uhlovou
rychlosti. Rychlostni profil pak bude odpovidat tuhému télesu:

V=wx. (174)
Po dosazeni do rovnice povrchu mame diferencidlni rovnici
d 2
y_ox (175)
dx g
kterou feSime separaci
2 2.2
=2Td =  y=y+ZE (176)
g 2g

Povrch hladiny v rotujici nddobé ma tedy parabolicky profil.

Poznamka: Parabolicky profil rotujici kapaliny se pouziva pti vyrobé astronomickych zrcadel. Rotujici tavenina skla
ziska pfirozenym zplisobem parabolicky profil, ve kterém je postupné chlazena az do ztuhnuti skla. NASA dokonce
otestovala v Novém Mexiku trvale tekuté rtutové rotujici zrcadlo. Systém se jmenuje NODO (NASA Orbital Debris
Observatory), praimér ma 3 metry, 6 otacek za vtefinu a obraz ma vynikajici kvalitu. Cena systému je 10 % ceny
konvencnich dalekohledd. Jedinou nevyhodou je, Ze dalekohled mtize mifit jen do zenitu. Uvazuje se také o stavbé
desetimetrového tekutého dalekohledu.

14. Profil viru na vodni hladiné
Zadani: Naleznéte rovnici povrchu viru na vodni hlading.

Reseni: Hladina kapaliny se ustavi tak, aby byla kolma na vyslednici sil (to je zptisobeno tim, Ze
v kapaliné neexistuji tecné slozky napéti). Podle obrazku plati pro element Am v roviné (xy):
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dy _i_Amvz/x_v2

—=tgo _— = 177
dx s Fg Amg  gx (77

Elementy kapaliny ve viru se piesunuji smérem k centru tak, ze je zachovan moment hybnosti
elementu kapaliny:

Ab=xAmv. (178)
Vydé€lime-li vyraz objemem elementu kapaliny, ziskame vztah pro hustotu momentu hybnosti j3:
_ _A
B =pxv = v="—. (179)
gax

Po dosazeni rychlostniho profilu do rovnice povrchu ziskdme diferencialni rovnici

&y B
o el (180)

kterou feSime separaci

B’ B’ lpg
dy = dx = V=Yg ——=—. (181)
ngxa 0 252

Povrch hladiny v rotujici nddobé ma tedy profil hyperboly druhého stupné. Povrch kapaliny
daleko od viru je yy.

15. Rychlostni profil v rotujici galaxii s hustym jadrem

Zadani: Naleznéte rychlostni profil zidealizované galaxie s velmi hustym jadrem a malo hustym
okolim. Hustotu jadra galaxie povaZujte za konstantni, hustotu periferie za nulovou.

Reseni: Rychlostni profil budeme hledat z rovnovéahy odstiedivé a gravitadni sily. Je-1i hvézda
uvnitt jadra, pisobi na hvézdu jen gravitace od hvézd s mensi vzdalenosti od centra nez ma
sledovana hvézda. Tuto hmotnost ozna¢ime . #. Hmotnost je imérné objemu, takZe

7'3

M = - M (182)

Rovnovaha sil pro hvézdu pak je
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=G — (183)
r r
a po dosazeni za hmotnost . # dostaneme:
v(r)y~r. (184)
V hustém jadru galaxie tedy rotace probiha jako u tuhého télesa.
.
p
v
R G
Na periferii ptisobi na hvézdu celd hmotnost jadra, tedy
2
mv~ _ a™M M (185)
r 7 2
a proto je rotace perifernich oblasti je keplerovska.
v(r)~ L : (186)

N

Poznamka: Rotacni kiivka by méla odpovidat ¢ervené kiivce v prvnim obrazku k tomuto ptikladu. Jiz v roce 1933
upozornil F. Zwicky, ze ve vnéjsich oblastech galaxii jsou rota¢ni rychlosti vyssi nez teoretické. Je-li v galaxii jen
hmota, kterou vidime, méla by se odstiedivou silou rozprsknout. Proto galaxie pravdépodobné obsahuji temnou
hmotu, kterou nevidime. MuZe jit o plyn, prach, hnéd¢ trpasliky, ale pfedev§im o hmotu exotickych ¢astic, naptiklad
axionl, které¢ zatim nezname. Podle odhadl tvofi temna hmota vice jak 90 % veskeré hmoty ve vesmiru. Jinou
moznosti je uprava gravitaéniho zakona pro velké vzdalenosti (naptiklad ¢ ~ —a/r + § In r/a). Tyto pokusy vsak
vedou na nespravné odpuzovani svételnych paprskti v blizkosti velkych galaxii (A. Edery, 1999). Nejpfesnéjsi
méteni v(r) byla provedena pro velké spiralni galaxie na vinové délce 21 cm.

16. Rozmeér neutronové hvézdy

Zadani: Stanovte horni hranici poloméru neutronové hvézdy o hmotnosti 1,7 MS, kterd ma
periodu rotace 2,1 ms. Pouzijte klasicky vyraz pro odstfedivou silu.

ReSeni: Odstiediva sila ptisobici na element latky o hmotnosti m na povrchu musi byt mensi nez
gravitacni, jinak dojde k odvrzeni latky do prostoru:

me2<G%; =% (187)
R T

Z tohoto vztahu snadno nalezneme podminku pro rozmér neutronové hvézdy
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[ 2
R < 3GMT2 ~6,3km. (188)
iy

Pokud by tento rozmér vySel mensSi nez Schwarzschildiiv polomér, nemohla by neutronova
hvézda s témito parametry vibec existovat, musela by byt ¢ernou dirou.
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VI. SPECIALNI RELATIVITA

1. Maticovy zapis Lorentzovy transformace
Zadani: Ukazte, jak 1ze Lorentzovu transformaci (LT) pfepsat maticove.
Reseni: Napisme nejprve Lorentzovu transformaci v rozepsaném tvaru (pohyb se d&je v ose x,

¢as piSeme na nultou pozici:

, t—vx/02 ]

\/1—02/02 ’

x'— X -0t .
_levﬁﬂ’ (159)
y=y;
Z,:Z

Provedeme-li v LT nasledujici substituce

v
A=y (190)

y=1/\1-p

Ize pak transformaci ¢ty soufadnic (Casova xo = cf a tii prostorové xy, x2, x3) zapsat jakox' = A x :

’

Xo y —vB 0 0)(x y —vB 0 0
X - 0 O — 0 0
v _|7YB 19 ke az| 7P 7 (191)
X, 0 0 1 0] ]x 0 0 1 0
X3 0 0 0 1) (x 0 0 0 1
je tzv. Lorentzova matice.
2. Determinant LT
Zadani: Naleznéte determinant matice Lorentzovy transformace.
Reseni:
detA=y’ -y’ p* = > (1- %) =
192)
1 ) (
= -59)=1.
1- B2

Vidime, Ze determinant je roven 1, a proto se jedna z matematického hlediska o tzv. unitarni
transformaci, neboli rotaci. Tyto transformace neméni velikost vektord ani jejich vzajemny thel.
Podobnou transformaci jsou zrcadleni s determinantem rovnym —1.
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3. Inverzni matice k LT
Zadani: Naleznéte inverzni matici k matici Lorentzovy transformace.

ReSeni: V tomto piipadé stadi zaménit v — — v, takZe je pak ¥ — 7; S — — B a inverzni ma-
tice ma tvar

y vB 0 0
0 O
A |7E (193)
0 0O 1 O
0 0 0 1
Transformacni rovnice ma tvar
Xo y rvB 0 0)(x
x|_(vB 7y 0 0 x (194)
X2 0 0 1 0 X2
X3 0 0 0 1 X3
Ovéite, ze plati
ATA=AAT =1, (195)

4. Uhel rotace - rapidita
Zadani: Naleznéte tihel rotace u Lorentzovy transformace.

Reseni: Postupujeme jako pii oby&ejné rotaci v prostoru, kdy se otoéime o urity tthel v roving
(x, v); souradnice z se neméni. Tento obecny piipad 1ze popsat jako transformaci (piiklad V.1).

x"\ (cosp —sing 0)(x
Y |=|sing cosp O]y (196)
z 0 0 1)\ z

Transformacni matici pfi této rotaci je matice

cosep —sing 0
R=|sing cosp 0], (197)
0 0 1

jejiz determinant je det R = cos’g + sin’p = 1. Jak je tomu u Lorentzovy transformace? Z Lorent-
zovy transformacni matice se zda, ze jde o rotaci vroviné (z, x). Kdyby bylo y = cosp, pak
z determinantu Lorentzovy matice y* —y*#* =1 vychazi y’f*=9"—1=cos’p — 1, coz nedava
sin’p. Tento problém fesi hyperbolické funkce ch a sh. Provedeme tedy substituci y = ch u. Pak je
y*B> = ch? u— 1 = sh” u a lze volit y8 = sh u. Lorentzova matice ziskd tvar
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chu —-shu 0 O
—shu chu 0 O
A= , (198)
0 0O 1 O
0 0 0 1

ktery je velice podobny rotacni transformacni matici, determinant je zjevné roven jedné. Jde
o rotaci v roviné (¢, x) o ryze imaginarni Uhel u, ktery se nazyva rapidita. Hodnotu rapidity snad-
no zjistime:

thu=2 7B _ 5 v L _aem (199)
chu y c c

Rapidita je jednoduchou funkci vzajemné rychlosti obou soustav.

5. Relativisticky Dopplertv jev

Zadani: Odvod'te relativisticky Doppleriiv jev pomoci transformace ¢tyfvektoru (@/c, k). Pro¢
dochazi k Dopplerovu jevu i tehdy, kdyz zdroj pozorovatele jen miji a jejich vzdalenost se
nemeni (tzv. transverzalni Dopplertv jev)?

Reseni: Snadno nalezneme feSeni v soustavé S’ spojené se zdrojem zafeni:

Wy : Wy @ g .
ky=|—:skocosay;kgsiner ;0 |=| —;—cosay; —sine;0 |. (200)
c c c c
Nyni provedeme Lorentzovu transformaci do soustavy pozorovatele S:
wlc y W 0 0 wglc
(wlc)cosar | y 0 0] |(wy/c)cosax, 201)
(wlc)sina 0 0 1 0f] (wy/le)sine,
0 0 0 0 1 0
Z prvniho fadku maticového nasobeni mame vysledek pro transformaci frekvence
w =y(1+v/ccos ap) Wo. (202)

Tento vztah je znamy jako relativisticky Dopplertiv jev. V limité nizkych rychlosti (zanedbame
Cleny kvadratické a vyssi ve v/c) jde je ¢ —> 1 a @ = (1 + v/c cos &) wy. Pfi vzdalovani zdroje
je ap=180° a w =(1-v/c) w,, pii ptiblizovani zdroje je ap=0° a @ =(1+v/c) wy. Jde
o znam¢ nerelativistické Dopplerovy vztahy. Pfi vyssSich rychlostech jsou tyto vztahy modifiko-
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vany koeficientem y. Jestlize zdroj zéafeni pozorovatele miji (&p == 90°) je w =y @ o. K zméné
frekvence tedy dochazi i v pfipadé, Ze se zdroj nevzdaluje ani neptiblizuje. Tento jev se nazyva
transverzalni Dopplertv jev a jde o Cisté relativisticky jev, ktery nemd v nerelativistické fyzice
obdoby. Je zplisoben zménou chodu ¢asu v pohybujici se soustavé. Prostorové relace v trans-
formaci (201) daji vztahy

wcos o = ywy(f+cosay),
' ' (203)
osina=w,sina,.

Pokud obé& rovnice vydélime, ziskdme vztah mezi obéma uhly, ktery je nezavisly na frekvencich
a zavisi jen na vzajemné rychlosti soustav:

Sinao

S — (204)
y(B+cosay)

tgor

Ze vztahu je ziejmé, ze vinoplocha zménila smér a tato zména zéavisi jen na vzajemné rychlosti
soustav v. Relativisticky Dopplertv jev jsme zde odvodili jen pro svétlo (w = ck) a nikoli pro
obecné vinéni latky.

6. Mion

Zadani: Doba Zivota mionu (t&ky elektron) je A7=2.2x10° s. Mion vznikl ve vyice & = 30 km
nad povrchem Zemé z kosmického zafeni a dopadl na Zem. Jakou musel mit minimalni rychlost
pii vzniku?

Reseni: Z hlediska pozorovatele na Zemi je mion v pohyblivé soustavé a doba jeho Zivota se
prodluzuje na At= yA7. Mion proto miize ulétnout az vzdéalenost s < cAt=cyAt. Z tohoto
vztahu vypocteme rychlost, kterou musi minimalné mit: v = c[1 — (cA T/h)*1".

Vysledek: v =0.99976 c.
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VII. GRAVITACE A OBECNA RELATIVITA

Zaktiveni asoprostoru urcuje metricky tenzor, za pomoci néhoz je definovan interval
ds® =g, dr¥dx” . (205)

V obecné relativité se metricky tenzor poc€itd z Einsteinovych rovnic, jejichZ feSeni jde za ramec
tohoto ucebniho textu. Pokud ale zndme metriku, mizeme pocitat pohyb castic v této metrice
z Lagrangeovych rovnic

4ok 9y, (206)
dAd ox“  oxH

Tecka znamena derivaci podle parametru 4, ktery parametrizuje vhodnym zpiisobem trajektorii
x#(A) systému. Vhodnym parametrem je naptiklad vlastni Cas Castice (pokud nejde o foton).
Lagrangeova funkce, ktera vede na spravné pohybové rovnice je

ds?

L= ||/,
da?

(207)

Lagrangeova funkce (207) funguje pro jakoukoli parametrizaci. Jeji nevyhodou je ale odmocnina,

ktera mize komplikovat vypocty. Vhodnéjsi je proto pouzit Lagrangeovu funkci

2
[= dLQ, (208)
da

ktera vede na stejné pohybové rovnice, pokud je parametrizace volena tak, aby L = ds*/di* bylo
konstantni (to splituje naptiklad vlastni as, protoze plati ds* = —c*dz?). V takovém piipadé vedou
ob¢ Lagrangeovy funkce na stejné pohybové rovnice:

oL* 8L2
d/l ax ax

(2L8—Lj w9 o = (209)
dA oxH ox*

( oL j oL
dA\ox* ) ox*
V nésledujicich ptikladech budeme proto vyuzivat jednodussi Lagrangeovu funkei (208).

1. Laplacellv vypocet Schwarzschildova poloméru

Zadani: Zjistéte, jak maly polomér by musel mit objekt o hmotnosti M, aby tnikova rychlost
doséhla rychlosti svétla.
Reseni: Vyjdeme ze zakona zachovani energie pro svisly vrh. Indexy 1 odpovidaji vymrsténi
télesa hmoty m z povrchu, indexy 2 otocce:

1 mM 1 mM

—mvi -G——==—m —G— 210
2 ! 7"1 2 7"2 ( )
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Maé-1i jit jen o tnikovou rychlost, polozime v, =v; r =R; v,=0; r, >0, ma-li jit navic
o Schwarzschildv polomér, musi byt v = c a R = r,. Proto mame

lmcz—GmMzo N r:2GM,
2 r g 6‘2
g

(211)

Poznamka: Tento vypocet provedl Pierre Simon Laplace jiz v roce 1798. Jesté diive (1783) upozornil na moznost
existence objekttl, ze kterych neunikne svétlo anglicky astronom John Michell. Pojmenovani ¢erné dira pochéazi od
Johna Archibalda Wheelera a je az z roku 1967.

2. Hustota ¢erné diry
Zadani: Urcete hustotu cerné diry pro vnéj$iho pozorovatele (z hmotnosti).

Reseni:
M _ M 3M 3¢® 1
Py = azr) i3 T4z QGMICEY  322G° ME 212
téleso hmotnost horizont hustota
kamen 1 kg 10" m 10 g cm™
Zemé 6x10** kg 9 mm 107 g cm™
Slunce 2x10™ kg 3 km 10" gem™
gal. jadro 10% My 2 au 1.82 gem™
galaxie 10" My 301y 10°gem™

Poznamka: Jde o primérnou hustotu pro vnéj§itho pozorovatele. Vnéjsi pozorovatel se nikdy neocitne pod
horizontem ¢erné diry, aby tuto hustotu vnimal. Hustota velmi hmotnych ¢ernych dér mutze byt nizka! Jejich
extrémni vlastnosti jsou dany jejich celkovou hmotnosti a malymi rozméry horizontu, nikoli hustotou.

3. Pohyb fotonu
Zadani: Urcete dobu padu fotonu do €erné diry. Svétlo leti pouze v radidlnim sméru.
ReSeni: Pro tento piipad pouzijeme Schwarzchildovu metriku:

dr?

ds? =—02(1—rg/r)dz‘2 +—

(1=ry/r)

+r2d02. (213)

Vime, ze foton (ds” = 0) pada radidlné (p = 6 = 0), a proto
dr?

0=—c?(1—=r,/r)dt? +—
(A=rg/r) (1=ry/r)

dr? 2,2
— T =l = (214)
(1=ry/r)

dr

——— =*cdrt.
(1—-ry/r)
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Znaménka predstavuji fotony letici ven (+) nebo do (—) ¢erné diry.

~
(oW
g

t
————=t[cdt, (215)

odkud integraci ziskame (Citatele i jmenovatele vynasobime » a rozlozime na parcialni zlomky:
odecteme a pricteme ry)

r—r,
r—ro+ryIn—="=zc(t—1,) (216)
Vo_rg
neboli
r—r
r=rotc(t—ty)-ryln £, (217)
I"O—Vg

daleko od cerné diry je logaritmus na pravé strané nulovy a jde o feSeni specialni relativity. Pro
foton padajici do ¢erné diry (r — r,) plati znaménko (—), logaritmus konverguje k —co a Casovy
interval je nekonecny. Pro foton vystupujici z horizontu ¢erné diry je ro — r, plati znaménko (+),
logaritmus konverguje k +eo a Casovy interval je opét nekonecny. Pokud ani pocatecni ani
koncovy stav nelezi na horizontu (na Schwarzschildové poloméru), je doba putovani fotonu
konecna.

4. Kruhova orbita fotont kolem ¢erné diry
Vypocet budeme provadét v roviné 8 = 7/2, interval a Lagrangeova funkce budou mit tvary

2
v
dsZ:—cZ(l——g]dz%dezd(pz, (218)
v 4
1--8
.
.2
rs |.
L=—C2[l——th2+ T 1202 219)
v 7,
1—-8
r

Z tvaru Lagrangeovy funkce je patrné, ze se budou zachovavat dvé zobecnéné hybnosti (¢, ¢ jsou
cyklické proménné, v L se nevyskytuji), kiivka je parametrizovana parametrem A

v
B_L' =const ; = (1 ——gji =k; (220)
ot r
a—L_zconst; = r2qb=b. (221)
el
Rovnice pohybu svétla ds* = 0 bude po parametrizaci parametrem / (tecka je derivace podle 1)
of e )2, P 2.2
—*|1-2|i*+ +rp°=0. (222)
v 4
1--&
r

Po dosazeni za £ z (220) a za ¢ z (221) dostaneme:
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P24V o (r)=ck?; (223)

b2 (1 —ry /r)
Vegr (1) = ———. (224)
r
Je zjevné, ze vztah (223) je jakousi obdobou zédkona zachovani energie a ze pohyb se miize konat
jen tam, kde i > Vegr. Kruhovou orbitu nalezneme z podminky

Perr _g, (225)
dr
ze které plyne
3
r= 5 Vg - (226)

Zjevné jde o nestabilni trajektorii, nebot’ efektivni potencidl méa v tomto misté maximum.

Fetr

1 2 3 4
v/

5. Ohyb svétla

Albert Einstein ve své teorii relativity predpovédél, ze svételné paprsky prochézejici kolem
Slunce od vzdalenych hvézd budou diky zakiiveni prostorocasu odchyleny od piimky a
pozorovateli (pfi zatméni Slunce) se tyto hvézdy budou jevit dile od Slunce. Zkusime tuto
uhlovou odchylku spocitat pomoci klasické teorie gravitace. Uvazujme foton jako hmotny bod,
pohybujici se rychlosti ¢ a majici hmotnost m = E/c* = hw/c?

Zdanliva poloha >
P Pozorovatel
P 0
—_—
Paprsek \
Skutegna polona odhvézdy g R
hvézdy
Slunce o
*ﬁ: p c
Ap

Slunce na takovyto bod plisobi gravitacni silou

F,=-G¥S
¢ 3 (227)

kde r=(x,R) a r=vVx>+R>.

Slozka této sily kolma k ose x ud¢€luje ¢astici impulz (a méni hybnost v tomto sméru)
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Ap, = [ Fidt, (228)

—oo

takze zavedeme-li x = ct, mizeme pro tuto slozku psat

5]

T dt 2GmM 4R dt
Ap, =GmMsR I 3 T J- 32 (229)
—oo( 2t2+R2) ¢ 0(t2+R2/c2)
Provedeme zndmou substituci
t=£tgz — dt= 5—dz,
¢ ccos” z
t=0 — z=0 (230)
t=o0 — z=x/2/
R o B R
c? 2 c?eos?z’
takze predchozi integral dostaneme ve tvaru
2GmM "¢ 2GmM
ApL:MJ.coszdzz Gm S (231)
Rc
0
pro odchyleni paprsku pak dostaneme
aztgazApl:AplzzGﬂgs. (232)
p mc Rc

Dosadime-li sem parametry pro Slunce Mg = 2x10%° kg, R=Rg = 7x10% m a ostatni konstanty,
vyjde ndm odchyleni o uhel a=0,874". Pii pouziti pfesnych, obecné-relativistickych tivah
bychom dostali vysledek dvakrat vétsi, tedy
o 4GM g
Rc?
a Ciselng potom «=1,75". Tato hodnota byla experimentdlné ovéfena mnoha nezavislymi
pozorovanimi.

(233)

6. Cerveny posuv fotonu — vypodet ze zakona zachovani energie

Foton, ktery opousti hmotné téleso, se dostava do oblasti s vysSi gravitani potencidlni energii
(energie gravitacniho pole roste k nule). Proto vlastni energie fotonu klesa, foton Cervena.
Uvidime, ze zCervenani je dano rozdilem gravitacnich potencidli obou mist. Gravitatnim
potencidlem nazyvame potencialni energii délenou pohybovou hmotnosti testovaciho télesa:
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Gravitace: Wg=-G mM , @ e
r

oM.
r (234)
=gh.

Tize: Wy =mgh, [

m
Wy
m

Vypoctéme zménu frekvence naptiklad pro foton stoupajici v tthovém poli:
mghy + hwy =m,gh, +ho, . (235)

Pohybovou hmotnost fotonu uré¢ime z jeho energie (m=E/ ¢’ =hwlc? ):

h h
c_az)lgh1+ha)l :%ghz +ha)2 =

&y _
02

1+ oh, /c? h
=0 <g_1/>~wl(1+g).(l_g_hzjg

Ytghy/c?) e 2

C
g(hy—hy) Ao
E”{L“—%TLJ=%(‘E?)

V odvozeni jsme pouzili rozvoj do prvniho fadu pro zménu frekvence. Nalezeny vztah mizeme
po roznasobeni pravé strany piepsat pro relativni zménu:

h
o (1+ a)2(1+g—22) =
C

(236)

W)= _ (P =) (237)
) 2
| c
neboli
Ao _ _A_f , (238)
@ c

7. Cerveny posuv fotonu — vypoéet z LIS

Chceme-li nalézt zménu frekvence v soustavé S nepohyblivé vzhledem k hmotnému objektu,
ktery foton opousti, musime nejprve problém vyfteSit v soustavé LIS (lokaln¢ inercidlnim
systému), ktery voln¢ gravituje (padd) v misté, kde pravé foton je. V LIS plati specidlni relativita,
foton se pohybuje po pfimce a frekvenci neméni. Vzhledem k S ale LIS za ¢as Az zméni svou
rychlost o Av=gAt. To se projevi pro pozorovatele v S zménou frekvence v dusledku
Dopplerova jevu:

0, =0, (1-2Y =0, a-E2%) (239)
C C

Celkovy ¢asovy okamzik, o ktery nam jde, je doba, po kterou foton leti z polohy /4; do polohy 45,
tJ At = (h2 _hl)/c:

61



_8lhy —hlc

j: o, (1-Ag/c?). (240)
C

Vztah opét snadno upravime do podoby pro relativni zménu
Ao _ A9

5 (241)
@ c

8. Cerveny posuv fotonu — vypoéet z metriky

Vyjdeme z Schwarzschildovy metriky v nehybné soustavé S spojené s pozorovatelem c¢i
s centralnim objektem. Pohyb fotonu pfedpokladame jen v radidlni soufadnici:

;
ds2=—c2[1——gjdt2+;dr2 (242)
r l—r—g
r

Pro zaktivenim modifikovany ¢as fotonu plati

d7? =(1-ry/r)dt* . (243)
Frekvence fotonu je nepfimo ¢asovému intervalu (napt. jednomu kmitu), a proto:
-~ _ . (244)

(1=ry/r)"?

Pro pomér frekvenci v riiznych mistech proto plati

1/2
o, dr _ (1-ry/n) ~[1_V_gj£l+r_gjz[1_r_g+r_gj_ (245)

(1)1 - de (l—rg/rz)l/z - 21"1 2]"2 27"1 2]"2

Dosadime-li nyni za Schwarzschildliv polomér a uvazime definici potencidlu gravitaéniho pole,
mame

O oy G GM :[H"’—;—‘D—gj:(l—m/cz). (246)
w, ¢’ cny c” ¢
Po vynasobeni w a Gpravé opét mame
Ao _ —A—f . (247)
w c

9. Poundtiv-Rebkilv experiment

Zadani: Urcete relativni a absolutni zménu frekvence fotonu v Poundové-Rebkoveé experimentu.
Zdrojem fotonii byl radioaktivni kobalt Co 57 s energii 14,4 keV. Vyska véZe, ve které se
testovala zména frekvence fotonti opoustéjicich Zemi, byla 22,6 m.

ReSeni: Relativni zména frekvence je pro Cerveny gravitaéni posuv dana vztahem:
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%z_A_fz_gAzh _ ”’Xzzlf =2.5%10715 | (248)
(4] C C 9%10

Jde o tak minimalni zménu, Ze musela byt méfena pomoci Mosbauerova jevu — reakce krystalové

miize na dopadajici foton. Po dlouhou dobu §lo o nejpiesnéjsi lidstvem provedeny experiment.

Energie fotont v SI byla

E=144keV=23x10"17. (249)
Tomu odpovida frekvence fotont
a):%:2,2x1019 Hz. (250)

Absolutni zména frekvence je nepatrna:

Ap _E gAh _144x1,6x107'° 10x22,6

Aw=w
¢ h ¢ 1,05x1072*  9x10'6

=54 kHz. (251)

10. Cervené posuvy pro typické hvézdy

Zadani: Urcete gravitacni Cerveny posuv pro foton o vinové délce 500 nm (zelené svétlo), ktery
opusti povrch Slunce, bilého trpaslika a neutronové hvézdy. Predpokladejte, Ze se foton od
objektu vzdali do nekonecna.
Reseni:
AL_ Ao _Ap
A w cz

A=Ay (1+Aplc?) =

:go{l_gﬁz(i_%ﬂz- (52
2\
=1 [1 + GMz }
Rc
Pro jednotlivé hvézdy vychazi
M R GM/RS* | A (nm)
Slunce 1 Ms | 700000km | 2x107° 500,001
bily trpaslik 1 Ms 10000 km | 1,510 | 500,075
neutronova hvézda 1 My 20 km 0,074 537
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11. Hodiny na telekomunikaéni druzici

Uvazujme druzici, obihajici Zemi s periodou 12 hodin po kruhové
trajektorii. Jak rychle se budou rozchazet hodiny umisténé na druzici
vzhledem k hodindm umisténym na Zemi na rovniku?

Jelikoz se oboje hodiny pohybuji, a dokonce kazdé v jinak silném
gravitacnim poli Zemé, bude tieba kromé jevu dilatace Casu zapocitat
1 zakfiveni Casu pusobené hmotou Zemé. Vlastni Cas 7 (at’ uz ten
plynouci na druzici ¢i na povrchu Zemé¢) miizeme vypocitat pomoci
Schwarzschildovy metriky (stejnym zptisobem, jak se to déla v STR
s metrikou Minkowského)

r 1—r,/r

2

7,

—cdr? =ds? =-¢? (l—ijdtz 9 2in%e dp? +r2de?, (253)
g

kde r, =2GM /c? je Schwarzschildiv polomér a ¢ je Cas méfeny stacionarnimi hodinami

umisténymi mimo gravitacni pole. Tyto (virtudlni) stacionarni hodiny mohou byt umistény
napiiklad ve stfedu Zemé. Vytkneme-li zcelé pravé strany rovnice (253) diferencial casu,
muizeme psat

v - :
drzzll——g—%[l r/ +r*6% +r?sin’ @ ¢2]]df2a (254)
v C —rg r

kde teckou jsme oznacili derivaci ptislusné veli¢iny podle Casu ¢. Zorientujeme-li sféricky
soufadny systém tak, Ze uhel @ =7/2—zemé&pisna Sitka, tak za predpokladu, Ze druzice i hodiny

se ,,pohybuji nad rovnikem* po kruhovych trajektoriich, bude platit, ze #=6=0, 6 =7/2, takze
rovnice (254) se (po odmocnéni) zjednodusi do tvaru

r 1_)2
dT:‘/l——g——zdt:kdt, (255)
r c

kde v=r¢ je obvodova rychlost. Vzhledem ke konstantnosti koeficientu £ mtizeme diferencialy

v predchozim vztahu nahradit kone¢nymi diferencemi, takze Cas, o ktery se béhem casového
intervalu At vii¢i sobé rozejdou hodiny na druzici a na rovniku, mizeme spocitat jako

ATDR :ATD_ATR :(kD_kR)At (256)
Vyjadiime-li

kde X=D, R (druzice, rovnik), potom kxo = ry/rx pfedstavuje ,,obecné-relativistickou* korekci

v 7w LN - v 2,2 v - v 7w - v s
na zakiiveni ¢asu v gravitatnim poli Zemé a kxs = vx/c” predstavuje korekéni Clen vyjadiujici
»specialné-relativisticky* jev dilatace Casu.

Pro obvodovou rychlost hodin na rovniku dostaneme
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Vg = ;—”rR = 463,8 m/s, (258)

R
parametry obéZné drahy pro druzici spoc¢teme ze zndmé periody 7', a z faktu, Ze dostediva sila

nutici obihat druzici po kruhové trajektorii je realizovdna silou gravitacni, takZe vyfeSenim
soustavy rovnic

2

mDU_D:GmD_fgz, o= Z o (259)
"D 5)) Tp

pro rp a Up postupné dostaneme

2
o =3 /GM—ZQTD =2,661x10" m,
4

(260)
Up = 3[M =3871 ms.
Tp
Schwarzschildiv polomér pro Zemi je
ry :ZGAfZ =8,873x10> m, (261)
c
takze korek¢ni ¢leny pro rovnik jsou
" -9 UR ? -12
kro =—==1391x10"", krs=| —| =2,394x10 (262)
R c
odkud je vidét, ze gravitacni Clen je zde dominantni. Pro druzici dostaneme
d -10 v ) -10
kpo =—2=3,334x107"",  kpg =(—Rj =1,667x10"". (263)
D c

Tyto hodnoty bychom mohli pfimo dosadit do vzorci (256) a (257), nicméné vzhledem k jejich
malym velikostem oproti jedni¢ce by ptislusné vypocty na kalkula¢ce nebyly mozné (zkuste si
to). Proto provedeme Taylorv rozvoj odmocniny ve vztahu (257)

VIi-x=1-x/2, (264)
takze vztah (256) prejde do jednoduchého tvaru

1
ATpg :E(kRo*'kRs—kDo—sz)Afa (265)

takze po dosazeni dostaneme A7pp =4, 467x107'° Az, coz znamena, ze kazdy den se hodiny na
druzici oproti hodindm na rovniku pfedbéhnou o Az =38,6 ps, coz je nezanedbatelna hodnota

a je teba ji korigovat, aby hodiny na druzici i na Zemi byly synchronni. Pokud tuto hodnotu
vynasobime rychlosti svétla, rozejde se uréeni polohy bez korekce za jediny den o cca 10
kilometrt.
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12. Cesta do centra Galaxie

Zadani: O kolik let zestarne posadka mezigalaktické rakety pii cest¢ do centra nasi Galaxie
(kterézto od Slunce lezi ve vzdalenosti cca 8 kiloparseki1)?

ResSeni: Da se piedpokladat, e cesta ndjaky ¢as potrva, a proto by posadka rakety méla byt
vystavena podminkdm podobnym tém, které panuji na Zemi, takze mimo jiné by jeji ¢lenové
méli byt vystaveni silovému pisobeni o velikosti Fy =mg (tihova sila). Pohon rakety by tedy

m¢él byt vyfeSeny takovym zptsobem (a nebudeme zde fesit, jak se to zafidi), aby ji urychlovala
konstantni sila (kterd bude plisobit i na posaddku) o velikosti pravé F, . Relativistickd pohybova

rovnice ma tvar

d M v
Fy=—| —2— |, (266)
d’[\/l—vz/ch

kde M|, je klidova hmotnost rakety, v je jeji okamzitd rychlost (respektive slozka v pfisluSném
sméru) a ¢ je rychlost svétla ve vakuu. Jeji integraci s poc¢ate¢ni podminkou v(0) =0 dostaneme

Fot :—MOU
V1-v?/c?
(267)
Fot/ M, gt

N+ (Fot/ M) 1+ (gt /)’
kde g=F,/ M, je ,tithové zrychleni®, které pocituje posddka (nejednd se o zrychleni rakety!).
Vzorec (267) je relativisticky, takZe pro kone¢nou silu plisobici konecnou dobu bude vZdy platit,

7e v<c adale

lim—25"  — im g & _. (268)
== N (gere)? R (gre)? 81€

Pro zjednoduSeni dalSich vypoclti piejdeme od jednotek SI k témto jednotkam: sekun-
da (s) — rok (y), metr (m) — svételny rok (ly), m/s — ly/y. Pro rychlost svétla dostaneme

(z definice svételného roku) ¢ = 3x10%m/s = 1 ly/y, pro tihové zrychleni g potom

m 1/(9,46x10" )1y
g=9,81-3=9,81 =

s 1/(365-24-60-60)" y> 269)
=1,03 11—}; = 11—};.
y y
Pro rychlost rakety (267) pak mizeme psat
v= (270)

t
=, [lyly, y].
1+t



Vzdalenost, jakou raketa za ¢as ¢ urazi, snadno spocteme z definice rychlosti

l+t'2 =y|_
rdr = dy

=j 1402 1.

o'—,w
~
o
=~

271)

Dobu letu rakety (z hlediska pozemského pozorovatele) bychom nasli jako inverzni funkci
k pravé vypoctenému vztahu ve tvaru

(1+1)” 1. (272)
Vzhledem k tomu, Ze by bylo nepraktické do centra Galaxie doletét rychlosti blizkou rychlosti
svétla (posddka by asi neptezila manévr brzdéni), bylo by lepsi cestu provést tak, ze raketa bude
polovinu vzdalenosti silou F, urychlovana, poté se oto¢i o 180°, motory zustanou zapnuté a sila

F, ji bude brzdit, takZe na konci cesty se zastavi a na posaddku bude potfad plsobit zrychleni
o velikosti g . Pro dobu letu tak dostaneme vzorec

tp =2(1+1/2)% -1. (273)

Dobu letu ¢; vymétuje ¢as plynouci v ,,inercidlni vztazné soustaveé na Zemi, vici které se raketa

pohybuje velkou rychlosti, posadka v raketé¢ vnima sviij viastni cas, ktery plyne pomaleji. Pro
diferencial vlastniho ¢asu 7 plati zndmy vztah

dz=y1-(v/c)’ds, (274)

jehoz integraci dostaneme pro danou funkéni zavislost v(r) dobu, o kterou zestarne posadka
v raketé. Pi1 pouziti novych jednotek tak dostaneme

=2 [ Ji- ( jdz_z Sdr'=
0 ¢ 1+t

(275)

t;/2 p
=2 =2argsinh| £ |.
I ® (2j

0 1+t

Zavér: Centrum Galaxie lezi ve vzdalenosti / = 8 kpc= 26 160 ly. Doba letu (méfeno ze Zem¢) se
spocte z této vzdalenosti dosazenim do vzorce (273) jako #, =26 162 y. Dobu, o kterou zestarne
posadka v raketé, vypocteme ze vztahu (275) jako 7z =20,3 y. Pokud posadka rakety v okamziku
dosaZeni centra Galaxie posle svételnym paprskem zpravu na Zemi, (z hlediska posadky to je
20,3 let po startu), fidici stiedisko tuto zpravu zaznamend v dobé 52 322 let po startu rakety.
Podobné bychom dostali, Ze cesta do galaxie v Andromedé¢ (M 31, /=2,9 Mly) by trvala #, =2.9

miliént let, ale posadka by pfitom zestarla pouze o 7; = 29,8 let. Ridici stéedisko si na zpravu o
Stastném doletu pocka 5,8 miliont let.
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13. Efektivni potencial ¢astice v okoli ¢erné diry
Vypocet budeme provadét v roviné 8 = /2, interval a Lagrangeova funkce budou mit tvary

2
v
ds2=—c2[1——g]dt2+dL+r2d(p2, (276)
7 4
1--&
r
.2
s |.
L:—CQ{I——ng‘2+ T 422 Q77)
7 v
1--8
.

Z tvaru Lagrangeovy funkce je patrné, ze se budou zachovavat dvé zobecnéné hybnosti (z, ¢ jsou
cyklické proménné, v L se nevyskytuji), kiivka je parametrizovana vlastnim ¢asem z

7,
a—L_ =const ; = (1 ——g]i =k; (278)
ot r
a—L,:const; = rngzb. (279)
09

Rovnice pohybu &astice ds* = —c’dz* bude po parametrizaci vlastnim &asem (te¢ka je derivace
podle 7)

r 22
—cz(l——g]i2+ L 292 =2, (280)

A
r

Po dosazeni za £ z (220) a za ¢ z (221) dostaneme:
P24V (r) = (k7 =1); (281)

b2 (1=r, Ir r
Veff(r)z#—czf. (282)
r

Je zjevné, ze vztah (281) je jakousi obdobou zdkona zachovani energie a zZe pohyb se miize konat
jen tam, kde ¢*(kK*~1) > V.

-0.11 +
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Pro stiedni hodnoty momentu hybnosti b mé efektivni potencidl dva extrémy. Prvni z nich je
maximum a znamena nestabilni orbitu na vnitini strané akre¢niho disku. Druhy extrém je stabilni
kruhové orbita v blizkosti ¢erné diry. Z priibéhu potencidlu je patrné, Ze zde existuji 1 eliptické
orbity. Pro malé hodnoty momentu hybnosti tomu tak ale neni. Najdéme nyni oba extrémy z
podminky
b (1-r,/r
i ¥—CZ V_g — 0 =
dr r 4 . (283)

crr? —2b2r+3bzrg =0

g
b2+ [b* —3c2p %2
. (284)

Npo= 5

Odsud snadno nalezneme oba extrémy:

Mensi z obou kotenil je nestabilni maximum (viz obrdzek). Vétsi z obou kotenil je stabilni
kruhova orbita, kterd existuje za podminky

b*=3c%r] . (285)

Pro mezni hodnotu momentu hybnosti mé posledni stabilni kruhova orbita polomér

2 3022
ry = l; =——=-=3r,. (286)
C I’g C l”g

Posledni stabilni kruhova orbita tedy existuje na tiech Schwarzschildovych polomérech.

14. Beckensteinova teplota ¢erné diry
Zadani: Odvod’te teplotu ¢erné diry (Beckensteintiv postup)

Reseni: Predstavme si, 7e do ¢erné diry je spusténa krabice se zafenim. V blizkosti horizontu
cerné diry je zafeni ,,vysypano“ do Cerné diry a prazdnd krabice je vytaZzena zpét. Poté ji opét
naplnime zafenim. Cely tento cyklus lze chépat jako tepelny stroj. Koncovy stav myslenkového
experimentu je stejny jako vychozi. Pfi spousténi je krabice t€zSi nez pti vytahovani a tepelny
stroj tak kona praci. ,,PInéni“ krabice zafenim pfedstavuje ohiivac¢ tepeln€¢ho stroje o teploté
zateni T. Sama Cernd dira funguje jako chladi¢ o teploté 7. Maximalni G¢innost zatizeni je dana
Carnotovym vztahem

n=1-T,/T. (287)

Maximalni ucinnost nalezneme i z fyzikdlni podstaty myslenkového experimentu. Zatizeni by
dosahovalo idealni uc¢innosti (1), kdyby vSechny fotony byly vysypany na Schwarzschildové
poloméru. To by ale znamenalo krabici nulové vysky, do které by se nevesSel foton. Skute¢na
maximalni uc¢innost (<1) je proto realizovana pro krabici o vysce rovné vinové délce (,,foton se
pravé vejde do krabice®) a je rovna

n=1-A/r,. (288)
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Utinnost se zhorsuje s rostouci vlinovou délkou (velikosti krabice) a je nulova, je-li krabice velika
jako Schwarzschildiv polomér. Porovnanim obou vztahil zjistime teplotu chladice (Cerné diry):

Ty AT (289)

T

Teplotu zafeni 7 urc¢ime z ekviparti¢niho teorému

27rhc:kT N T:27th.
A kA

hw=kT (290)

Po dosazeni do ptedchoziho vztahu ziskdme teplotu cerné diry

_2zhelk

Te

T, (291)

Poznamky:

e 'V cerné dife mlize mizet latka pfinaSejici entropii z okoli. Pfifazeni teploty ¢erné dife umoznuje ptiradit Cerné
dite také entropii a udrzet v platnosti druhou vétu termodynamickou: Entropie uzavieného systému se neméni
nebo roste. Roli entropie zde piebira plocha horizontu.

e S. Hawking ukazal, ze diky kvantovym procesim v blizkosti horizontu ¢erna dira zaii jako absolutné Cerné
téleso s Beckensteinovou teplotou.

e  Maximum vyzafovani ¢erné diry je fadové na Schwarzschildové poloméru.

e Pro ¢ernou diru, ktera by vznikla z hvézdy o hmotnosti naseho Slunce vychazi teplota Gerné diry 107 K, tedy
vypafovani cerné diry této velikosti je zanedbatelné. Teploty riznych cernych dér naleznete v tabulce v
nasledujicim piikladu.

15. Vyparovani ¢erné diry
Zadani: Naleznéte prib¢h poloméru, hmotnosti, teploty a intenzity vypatujici se cerné diry.
Reseni: Vyjdeme ze zékladnich vztaht

1) dE =dM ¢?,
2) ry =2GM/c?,
3) I=0T", (%2

(4) Py = Amax =0/ T .

Prvni vztah je Einsteinliv vztah pro energii, ukazuje, jak se méni hmota cerné diry s vyzatrovanou
energii. Druhy vztah je vztah pro Schwarzschildiv polomér. Zati-li erna dira jako absolutné
cerné téleso, plati pro ni Stefan Boltzmanniv vztah (3) a Wienliv zakon (4). Maximum
vyzatovani je fadové na Schwarzschildové poloméru. Nyni nalezneme vztah pro ¢asovou zménu
hmotnosti ¢erné diry:

0] 3)
0 1m0, 10
dr cc dt c c 203
1 4, 2@ bt (293)
:——20'T 47Z'7"g :——20-—447Z'Vg f—
C C Vg
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dM _ 4zob* 1P gobic? 1

- — == (294)
Ziskali jsme tak diferencialni rovnici pro hmotnost c¢erné diry
dM o _ zobc?
Rovnici snadno feSime separaci
M t
jMsz:—jadz. (296)
My )
Po integraci nalezneme vysledek
4 2
M@ =YM-3a(t—1); = ”"2 < (297)

Hmotnost diky vypatfovani postupné klesa z pocatecni hmotnosti M, az na nulu. Dobu odpateni
ur¢ime z podminky na nulovou hmotnost:

At=Mi /3. (298)

Pro rGizné pocate¢ni hmotnosti vychazeji doby vypaieni cerné diry (uvedena je i Beckenstein-
Hawkingova teplota, Schwarzschildiiv polomér a hustota):

Téleso M Rq p T At

Proton 1. 7x107" kg 10> m 10°° g cm™ 10”' K 1075
PL hmotnost | 5x10°kg 10¥m | 10" gem™ | 107K 107+
Kamen 1 kg 107m | 10°gem™ | 107K 107%'s
Zemé 6x10°* kg 9 mm 107 g em™ 1K 10% Tet
Slunce 2x10" kg 3 km 10°gem™ | 107K 10% let
Jadro galaxie 108 My 2 au 1.82 ¢ cm™ 107K 10% let
Galaxie 10" My 30 1y 10°gem™ | 107K 10% let

Ze vztaht (2), (4) a (3) ur¢ime, jak se méni Schwarzschildiiv polomér, teplota a intenzita. Ziejmé

r,~M

. , T~M7', P~MZ, I~M* (299)

Schwarzschildiiv polomér a hmotnost vypatujici se ¢erné diry klesaji k nule. Teplota, intenzita
a vykon v zavérecnych fazich maji charakter exploze.
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16. Zakriveni prostoru v okoli ¢erné diry

Prostorocas v okoli nerotujicich, kulové symetrickych objektii popisuje Schwarzschildova met-
rika. Jeji prostorova ¢ast ma tvar
dr?

l—rg/r

di? = +r2de? +r2sin?6 do? (300)

a ikd nam, ze kdyz infinitezimalné ménime soufadnici r,  a ¢, posuneme se v prostoru o vzda-
lenost d/. Ve Schwarzschildové metrice je € polarni thel (stejné jako ve sférickych soufadnicich),
@ je azimut (stejné jako ve sférickych soutfadnicich), ale » neni radialni vzdalenost jako ve
sférickych soufadnicich, jedna se o takzvany redukovany obvod, ktery je definovany
nasledujicim zptisobem: kolem hmotného objektu nakreslime kruznici (kterou miize opsat satelit
na kruhové obézné draze). Zmétime jeji obvod o, a nadefinujeme redukovany obvod jako
o

= (301)
Redukovany obvod této kruznice je v eukleidovském prostoru roven jejimu poloméru, ale ne
v prostoru zakifiveném pfitomnosti hmoty. Pro vypocet radidlni vzdéalenosti mezi dvéma body
tedy potfebujeme znat obvody kruznic, na kterych lezi, potom spocitat r, = 01/2x, r» = 0./2x,
a protoze pro posunuti radidlnim smérem ziejmé plati dp = df = 0, z metriky dostaneme

/= VJg dr
- J1=7e r
Tato vzdalenost je vétsi nez rozdil redukovanych obvodu, protoze prostor je pisobenim hmoty
zaktiveny. To si Ize nazorné predstavit zavedenim dalS§i pomocné prostorové osy w, ktera je
kolma na osu r, a pti zmén¢ soufadnice » se meéni 1 soufadnice w = w(r), jinymi slovy, radidlni
pohyb lze popsat jako kiivocary pohyb po kiivee w(r) v rovin€ w-r. Je tedy tieba urcit funkéni
zéavislost w(r). Vyjdeme ze vzorce pro délku kiivky definovanou funkénim ptedpisem w(r).

Prislusny (kiivkovy) integral ma tvar
r
/= j\/1+w2(r) dr. (303)
1

(302)

r ry r

Oba integraly (302), (303) musi ve stejnych mezich davat stejny vysledek. To bude platit tehdy,
jestlize bude
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“Niawl) = ow=o | e (304)
,/1 Ty /r o

Provedeme separaci proménnych

g (305)

= w=2\/g‘/r—rg.

Dolni mez u levého integralu jsme zvolili libovolné (vyjadiuje pouze posunuti grafu funkce
v prostoru, které nema na délku kiivky vliv), napravo lze integrovat pouze pro r > r, Rovinnou
plochu, kterou dostaneme naptiklad tak, ze nastavime 6 =z/2 pro kterou mé prostorova cast
Schwarzschildovy metriky tvar

dr?
l—rg/r

di* = +ridg?,

si mizeme ptedstavit jako zaktivenou do tvaru trychtyfe na obrazku.
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VIIl. ROZPINANi VESMIRU

Metriky:

kartézsky systém:
polérni systém:

sféricky systém:

Minkowského geometrie (STR):

Schwarzschildova geometrie:

Fridmanova (FLWR) geometrie

di? =dc?+dy? +dz?

di? =dr? +r%de?,

di? =dr? +r*sin’ 0 de? +r%d6?,
di* =dr? +r%dQ?,

ds? =—c2dr? + dx? +dy? +dz2,

ds? =—c?dt> +ar’ +r? dQ?,

2
14
ds? =—c? [1——g]dt2 +L+r2dgz, kde

r 1— Ty
r
rg = 2G£W je Schwarzschildiv polomér.
c
2 2,2, 2 dr’ 2112
ds“=—c"dt”+a“(t) kr2+r dQ~ |, kde

a(t) je expanzni funkce,

k je Gaussova skalarni kfivost vesmiru.

Dalsi vztahy:

Einsteinova-Fridmanova rovnice

rovnice adiabatické izolace vesmiru

stavova rovnice

stavova rovnice pro fotonovy plyn

vztah mezi hmotou a energif

p=p(Pe),
p:pE/3’
E=mcz,

pE :pmcz'
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1. Objem koule
Zadani: Urcete objem koule v 3D.

Reseni: Pro sférickou metriku plati:

di? =dr? +r2sin” 0 dp? +r2d6? (306)
takZe metricky tenzor je
1 0 0
_ 202
g;=|0 r“sm“6 0 |. (307)

0 0 P2

pro objem koule mame
v =[du=][det(g;) drdpd6=[r*sin6 drdpde. (308)
Po dosazeni mezi dostaneme
R 2 V4 4
v=|[dr|| [de||[sinod6 :gmﬁ, (309)
0 0 0

coz je znamy vztah pro urceni objemu koule.

Poznamka: Infinitezimalni miru mnoziny vzdy mtzeme urcit jako odmocninu z determinantu metriky vynasobenou
diferencialy vSech proménnych.

2. Objem vesmiru

Zadani: Urcete objem 3D zakiiveného vesmiru pomoci Fridmanovy metriky.

Soutadnice y méti radidlni
vzdalenost od polu. Zvoleny
pol méa y =0, protilehly y = 7.

Reseni: Pro tento problém pouzijeme Fridmanovu metriku pro homogenni, isotropni vesmir

er

2
ds? :—czdt2+a2(t){L+r2d.Qz}. (310)

Pro kladné zakiiveni vesmiru (k > 0) mizeme k psat jako k = /R? a vyuzit substituci
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r=Rsiny;

1€ (0,7). G1h
Prostorova ¢ast metriky ziska tvar:
dI* =a’R*(dy? +sin® y d2°) = o1
=a’R?dy? +a’R%sin? ysin® 0 dp? +a’R*sin? y d62.
Prostorova ¢ast metrického tenzoru proto je
a’R? 0 0
0  a’R*sin” ysin”@ 0 (313)
0 0 a’R?sin? )4

Vysledny objem pak dostaneme po vypoctu determinantu podobné jako v pfedchozim piiklade,
tj.

V.4 2r T
v=a'R*| [sin® ydy || [do || [sin6de |=
0 0 0 , (314)

= a3R3 -%-Zﬁ-2=2ﬁ2a3R3

Vesmir s kladnou kiivosti ma tedy kone¢ny objem, je uzavieny sam do sebe, a byt nema zadnou
hranici, je ve smyslu objemu kone¢ny.

Jinak je tomu v pfipadé vesmiru se zapornou kiivosti. (k <0; R*=1/ | k|). Metrika ma tvar

2
ds? = —c2dt® +a2(t) L2+r2d92 (315)
1+(r/R)
Tentokrat 1ze vyhodné pouzit substituci
r=Rshy;
d (316)
X €(0,)
pii niZ nabyva metrika tvaru
dI* =a’R>(dy” +sh? y d2?). (317)

Podobnym postupem jako u modelu s kladnou kiivosti nyni pro objem dostavdme V' — oo. Tento
model vesmiru ma nekone¢ny objem.

Poznamka: Ve Fridmanové geometrii vedou prostory s kladnou kfivosti na konecny objem vesmiru, modely se
zapornou a nulovou kiivosti na nekoneény objem. To ale plati jen pro vesmiry jednoduse souvislé (,,bez dér®).
Vesmir, kterému by ve dvou dimenzich odpovidal napiiklad toroid nebo dvojtoroid jiz neni jednoduse souvisly.
Upustime-1i od pozadavku na jednoduchou souvislost, miize existovat vesmir s konstantni zapornou kiivosti a piesto

konecnym objemem.
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3. Metrika na povrchu étyfrozmérné koule
Zadani: naleznéte metriku na povrchu ¢tyirozmérné koule.
Reseni: Vime-li, e rovnice popisujici povrch koule o poloméru R umisténé ve stfedu kartéz-
skych souradnic je x2+ y2 +z2 =R?, mizeme obdobny vztah pro kouli ¢tyfrozmérnou napsat
ve tvaru
x2+y2+22+w2=R2, (318)

kde w je ctvrta prostorova soufadnice a plati, zZe x L y L z 1 w. Pro element délky v téchto
soufadnicich bude platit (Pythagorova véta)

di? =dxe? +dy? +dz2 +dw?. (319)
Proménnou w z ptedchoziho vzorce miizeme vyloucit, nebot’ pro popis trojrozmérné ,,plochy*
nam staci tfi soufadnice. Spocitame totalni diferencial rovnice (318)
_xdx+ydy+zdz

w

2xdx+2ydy+2zdz+2wdw=0 = dw= (320)

a vysledek dosadime do vztahu (319), pficemz w si vyjadiime z rovnosti (318). Dostaneme tak

(xd)c+ydy+zdz)2

RE—x2_ 222

di? =dx® +dy? +dz2 + (321)

Takto ziskanou metriku piepiSeme pomoci sférickych soutfadnic », ¢, ## pomoci defini¢nich
vztaht

x=rcos@sin@, y=rsingsind, z=rcosé. (322)
Ptislusné diferencidly pak maji tvar
dx=drcos@sin@—rsinpd@sin@+rcos@ cosfdé,
dy =drsin@sin@+rcosepd@sin@+rsin@ cosdé, (323)
dz=drcos@—rsinfds.
Dosazenim téchto vztahii do jednotlivych ¢leni vzorce (321) postupné dostaneme (zkuste si to
spocitat)
dc?+dy? +dz2 =dr? +2d0? + 12 sin? 0 do?,
xdx + ydy + zdz = rdr, (324)
R2_ 2 _yz _2_p2_,2
takze metrika (321) tfirozmérného povrchu Cétyirozmérné koule vyjadiena pomoci sférickych

soufadnic ma tvar

242
A2 =dr? +r2d0% +r2sin2 0 dp? + rzdr - =
R —r

(325)

dr? 2902 L2 .2 2
=————+r°dé +r-sin“ 6 de
1—-r%/R?
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a pokud zavedeme novou veli¢inu &k = 1/R?, dostaneme metriku (325) ve tvaru
dr?
1—kr?

ktery by ndam mél byt divérné znamy (jedna se o prostorovou ¢ast Fridmanovy metriky homo-
genniho izotropniho vesmiru — ta je jes$t¢ vyndsobena expanzni funkci vyjadiujici dynamiku
vesmiru).

di? = +r2d6% +r%sin? 6 do?, (326)

4. Kosmologicky posuv
Zadani: Odvod'te vztah pro kosmologicky ¢erveny posuv.

ReSeni: Budeme uvazovat dlouhodobé $iteni svételného pulzu ve vesmiru a jeho zmény vlivem
Fridmanovy metriky

2
ds? =—c2d2 +a2(0)| -+ 12402 |. (327)
kr2

Pro svétlo je ds® = 0, soufadnicovy systém zvolime tak, aby vymizely Ghlové zavislosti, a proto
cdt dr

= (328)
a)  J1-f?
Impulz se zacal §ifit v misté r, v ¢ase . a trval dobu Jz.. K pozorovateli dolétl po mnoha
miliardach let do mista r,, v Case ¢, a trva ot,.
Va| !
\\ mnoho miliard let i i
- @@ I Lt
t, t, +ot, ty t,tot
Pro Sifeni pocatku impulzu plati
t v
fedt p dr
= j (329)
40—
a pro $ifeni ,,posledniho* fotonu impulzu plati
t,+ot 7,
"o tedt f dr
| = | = (330)
to+0t, a(t) T V1—kr

Nas zajima délka impulzu a jeji zmény, tedy rozdil dvou poslednich vztahii:
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t,+ot, th

cdt_pedt_y, (331)
a) ; a(t)

t.+0t, te

Oba integraly probihaji pfes obrovsky casovy usek, v priabéhu kterého se expanzni funkce
zménila mnohondsobn¢. Uvédomime-li si ale, Ze integrdl ma vyznam plochy pod kiivkou 1/a,
odecte se pii integraci spole¢nd plocha obou integralti a zbude

ta+ot, te+0t, d
= [ = =0 (332)
a(r)

n

1/a

t, t,+ot, t t,+ o,

Tyto integraly jsou jiz jen pfes dobu trvani impulzu, nikoli ptes celou dobu S$ifeni. Protoze je
doba impulzu nesrovnatelné mensi nez doba trvani vesmiru, je mozno povazovat expanzni funkci
a(t) v dob¢ vyslani impulzu za konstantni a v dobé¢ piijeti také:

ty+0t, to+ 0t

cdt

cdt cdt _

a, sooa,
n €

0. (333)
t
Nyni jde o integraly z konstanty a feSeni je jednoduché:
cot, cot,

an ae

=0

cdt, _cdty - (334)

NS

et

a, a,

Vyslany impulz se tedy natahuje tak, jak se méni expanzni funkce. Struéné lze fici, Ze pfi
putovani vesmirem se vinova délka zatreni natahuje ptesné tak, jak se ,,nafukuje* vesmir.

Jako mira zmény vlnové délky se zavadi Cerveny posuv
A-4, _a-a,
A a

(S €

(335)

z

Nejveétsi métené Cervené posuvy maji hodnotu kolem 10.
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5. Kvazar

Zadani: Kvazar ma kosmologicky posuv z=2,5. UrCete pozorovanou vlnovou délku cary

A= 680 nm. Jaké byly rozméry vesmiru v dobé, kdy kvazar vyslal zafeni?

Reseni: Pro oba vypoéty pouzijeme vztah pro kosmologicky erveny posuv:

zz’lj’e =  A=(z+1)A,=3.54,=2300nm,
(]
=% o 4, =-%20,294=29%a.
a z+1

(336)

(337)

Pozorovana vlnova délka bude mimofadné natazena, az na 2 300 nm a vesmir m¢l v dob€ vyslani

svétla kvazarem 29 % dneSnich rozméru.

6. Linearizace kosmologického posuvu

Zadani: Naleznéte vztah pro kosmologicky cerveny posuv za predpokladu, Zze signal nebyl
vyslan pfili§ davno. Ukazte, ze v takovém ptipad¢ plati linearni Hubbliiv vztah a kosmologicky

posuv lze interpretovat jako Doppleriiv jev.

Reseni: Kuzel minulosti je v FRW metrice zakiiveny, pokud ale nebyl signal vyslan p#ili§ davno,

1ze ho v prvnim ptibliZeni, jak uvidime, povazovat za eukleidovsky kuzel:

te r;
e

\

blizka galaxie

Pokud bychom interpretovali Cerveny posuv galaxii jako Dopplertiv jev, mél by platit vztah

(index e oznacuje emisi signalu):

Ve skute€nosti je kuzel minulosti zaktiveny a plati jiny vztah:

a—a,

zZ=

ae
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Predstavme si nyni, ze signdl byl vyslan relativné blizkou galaxii v nepfili§ vzdalené minulosti.
Potom muizeme provést rozvoj

a—a ia(t_te)
z = e . ar -
de de , (340)
4 q=pgar =194
a C

kde jsme oznacili df dobu Sifeni pulzu. Je tedy ziejmé, Ze pro pulzy z ne pfili§ veliké minulosti (je
mozné ud¢lat linearni rozvoj expanzni funkce) plati Hubbliv vztah, kosmologicky posuv lze
interpretovat jako Dopplertv jev a kuzel minulosti jako eukleidovsky.

7. Hubbliv zakon a kosmologicky princip

Zadani: Dokazte, ze je-li vesmir homogenni a expanze probiha ve vSech jeho mistech stejné,
musi platit mezi rychlosti expanze a vzdalenosti objekti linedrni zavislost (tzv. Lemaitrtv-
Hubblav zakon).

Reseni: Predpokladejme, Ze body A, B a C jsou na ptimce a plati 4B = BC.
+
_|_
+ B C
A
Z homogenity vesmiru na velkych méfitcich plyne vztah vga = vep. Pro rychlost vea plati:
VCA = Vc—VA = Vc—VB1TVB—VA = Vet VA = 2 VBA. (341)

Odsud okam?Zité plyne linearni vztah
v=Hd . (342)

8. Pokles hustoty energie zareni s expanzi

Zadani: Ukazte, ze hustota zafeni (pfi expanzi vesmiru) klesa imérné se Ctvrtou mocninou
expanzni funkce

Reseni: Tlak je umérny hustoté energie. Napiiklad v tihovém poli je potencialni energie mgh
a jeji hustota pgh je pfimo rovna hydrostatickému tlaku zplisobenému tizi. U svételného zafeni je
tlak roven tfetin€ hustoty energie:

1
P=3PE (343)
Vesmir jako celek miizeme povazovat za adiabaticky izolovany, tj.
dOo=0, (344)
dU+ pdV =0, (345)
d(pEfna3)+lpE fzzdcﬁ:o, (346)
3 3773
a’ dpg +3pEa2da+pEa2da=0, (347)
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a’ dpg +4ppa’da=0, (348)

e 4 49 (349)
PE a
1
PE~—7 - (351)
a

Poznamky:

e To, ze hustota energie AE/AV zateni klesa se ¢tvrtou mocninou rozmeéri vesmiru je zpisobeno tim, Ze energie
v ¢itateli klesa diky natahovéani vinové délky s expanzi jako 1/a a objem ve jmenovateli roste jako a’.

e Podle Stefanova-Boltzmanova zékona je hustota energie také umérna T*. Proto teplota expandujiciho vesmiru
klesa jako 1/a.

9. Zakladni reseni Einsteinovy-Fridmanovy rovnice

Zadani: Naleznéte feSeni Einsteinovy-Fridmanovy rovnice s nulovou kfivosti (odpovida nasemu
vesmiru) a nulovym kosmologickym &lenem pro hustotu energie a) konstantni, b) 1/a>; ¢) 1/a*.

Res$eni: Podle Einsteinovy-Fridmanovy rovnice je

a)’ 8
(—j = —7nGp. (352)
a 3
a) pro p = const plyne a~a = a(t)~exp(xt),
b) prop~ 1/R’ plyne a~a 2 = a(t)~t2/3,
C) prop-~ 1/R* plyne a~a’l = a(t) ~ V2.

Prvni pfipad odpovida vakuové hustoté energie, kterd je dana hustotou virtualnich part a nezavisi
na momentalnim stavu expanze. Stejn¢ se chova ¢len s kosmologickou konstantou. Vede na
exponencialni nartst expanzni funkce, tzv. inflaci nebo zrychlenou expanzi (De Sitteriiv vesmir).
Druhy ptipad odpovida koherentnimu prachu ¢i latce a nastal v pozdéjsich fazich vesmiru, v tzv.
¢éfe latky. Posledni pfipad odpovida casticim s nulovou klidovou hmotou (zafeni). V prvnich
fazich existence vesmiru dominovalo zafeni (éra zareni), od 400 000 roki latka (éra latky) a od

cca 6 miliard let temnd energie (éra zrychlené expanze).

10. Horizont ¢éastic (pozorovatelného vesmiru)

Zadani: UrCete tzv. horizont castic, tj. maximalni vzdalenost, ze které k nam dolétly ¢astice za
dobu existence vesmiru. Této vzdalenosti se také n¢kdy tika horizont pozorovatelného vesmiru,
protoze do vétsi vzdalenosti neni mozné dohlédnout, 1 kdyZ tam také Castice jsou. Jejich svétlo
k ndm ale za dosavadni dobu existence vesmiru nestihlo jesté dolétnout.

ReSeni: Za castice vezmeme fotony (pohybuji se nejrychleji). Sifeni svétla je v soufadnicich
unasenych expandujicim vesmirem (tzv. comoving coordinates) dano rovnici
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2

—c%dt’ +a (z) ~=0. (353)
—kr
Separaci ziskame v integralni podobé€ rovnici Sifeni svétla za celou dobu existence vesmiru:
t
cdt’
: (354)
! a(t) I A1- kr2
Horizont ¢astic je dan vztahem
a(t)dr dr
Ry =|dl= a(t) . (355)
Jus | 2 -aof 72
Posledni integral vyjadiime ze vztahu (354):
cdt
Ryy (1) =a() j (356)

Vidime, ze horizont ¢astic pfirozenym zpusobem zavisi na pribéhu expanzni funkce. Uved’'me
vysledek jednoduché integrace pro riizné situace:

a(t) Ru(?)
bez expanze 1 ct
zateni Ar'? 2ct
latka AP 3ct

. xt
energie vakua, et —1
A ¢len A exply] C( 4 ]

Poznamka 1: V nasem vesmiru po vétSinu jeho existence dominovala latka a tak mizeme
odhadnout (pfi stafi 14 miliard let), Ze Ry= 3x14x10° ly ~ 42 miliard ly

Poznamka 2: N&kdy se zavadi tzv. horizont udadlosti. Jde o maximalni hodnotu vSech horizontl
¢astic branou i do libovolné budoucnosti, tj.

R, = max Ry(¢). (357)
te(O o)

Zpravidla pocitdme limitu Ry(¢) pro t—oo. Tato limita je nekone¢na (maximum a tedy ani
horizont udalosti neexistuji) pro vSechny pfipady s vyjimkou 4 ¢lenu pro y <O0.

11. Expanze pfi Hubblové konstanté neménné v ¢ase
Zadani: Jak by vypadala expanze vesmiru, kdyby se Hubblova konstanta neménila s Casem?

Reseni: Nejprve napiseme definici Hubblovy konstanty
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H(t)=2 = const (358)
a
a upravime ji na jednoduchou linearni rovnici,
a—Ha=0, (359)
jejimz feSenim je
a(t)y=agexp| H(t—tg) | (360)
Konstantni Hubblova konstanta tedy odpovidé inflaénimu ¢i zrychlenému feseni.
12. Hubblova konstanta pro riizné entity

Zadani: Urcete Hubblovu konstantu pro rizné druhy expanze

Reseni: Z definice H = d/a nalezneme H pro rizné prabéhy expanzni funkce:

bez expanze: a=1 H=0
zateni: a~1" H=1/(2¢)
latka a~t" H=2/(3f)
vakuum a~ée! H=y

13. Maximalni stari vesmiru pro Fridmanovu expanzi
Zadani: Odhadnéte z hodnoty Hubblovy konstanty maximalni staii vesmiru.

ReSeni: Pfi feSeni vychazime z toho, Ze vesmir se rozpind a derivace expanzni funkce se s casem
zmenS$uje. Smérnici teCny mizeme napsat bud’ jako derivaci expanzni funkce podle ¢asu nebo ji
vyjadfit z odpovidajiciho trojahelnika:

tgax=a ,
a a

. 1
tgor = a = Cl:t = tmaX:E:E. (361)

t

max
max

Maximalni mozné staii vesmiru je tedy dano hodnotou Hubblovy konstanty. Pfi dnes uddvané
hodnot& 71 km s 'MPc ™' vychazi asi 14 miliard let.

a

tmax: ZHubblc =1/H
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14. Stari vesmiru tvoreného pouze hmotou

Zadani: Urcete stafi vesmiru tvoifen¢ho pouze hmotou.

Reseni: Vime, Ze pro expanzni funkci plochého vesmiru tvoteného pouze hmotou plati
a(t)=Ct*3, (362)

kde C je néjaka konstanta. Podafi-li se ndm zméfit Hubbleovu ,konstantu® pro dneSni vesmir
a vime-li, ze pro ni plati

1 da
a(to) dt 1=t
dostaneme ihned
da 2C 2 21 2
—=—— => H=— = tgy=—/—=—1_.., 364
dr 31‘1/3 0 3t0 0 3 HO 3 max ( )

coz znamena, ze stari takovéhoto vesmiru je dvoutfetinové oproti maximalnimu staii vesmiru
(Hubblovu ¢asu), které jsme spocitali v minulém ptikladu. Vzhledem k tomu, Ze se dlouhou dobu
predpokladalo, ze vesmir je tvofen vyhradné hmotou, tento vzorec se k odhadovani stafi Vesmiru
pouzival. Dnes vime, Ze jsme ve fazi zrychlené expanze a Hubbliv cas zhruba odpovida

skute¢nému stari vesmiru.
a

Hubble = 1/H

15. Pomér energie latky a zareni ve vesmiru

Zadani: Urcete pomér energie latky a zéafeni dnes. Pii jaké teploté¢ vesmiru byla tato energie
v minulosti vyrovnéna?

ReSeni: Piiblizn€ je ve vesmiru 1 miliarda fotonii na tfi nukleony. Pomér obou energii je:

E,. 3myc? 3myc?
litky _ 90 - 0 ’ (365)
E seni 107 hw 107 h27me/ A
Za vlnovou délku dosadime z Wienova zakona (A = b/T):
bmgyc
By — 3%1070 —2 (366)

zareni

Dosadime-1i hmotnost nukleonu (1.67x107?” kg) a dnesni teplotu reliktniho zafeni (2.73 K), vyjde
asi 3x10°. V dne$nim vesmiru je tedy zjevna nadvlada latky nad zafenim. Ob& energie byly
vyrovnany pii teploté zafeni cca 10° az 10* K.
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16.

Zadani: Naleznéte stavovou rovnici entity, kterd pii expanzi méni hustotu energie s expanzni

Stavova rovnice expandujici entity

funkei jako C/a®. Objem pfitom roste se tfeti mocninou expanzni funkce, tj. V' ~ a’.

ReSeni:

Pro danou entitu napiSeme prvni vétu termodynamickou v adiabatickém pfibliZzeni (diferencial

tepla je nulovy, vesmir nevymeénuje teplo s okolim).
dU+ pdV =0
d(pgV)+pdV =0

Vysledkem je linedrni vztah mezi tlakem a hustotou energie s koeficientem w, ktery je jednim ze

a

d(%a3)+pda3 =0

(3—0{)Aa2_ada+3pa2da =0

(3—0{)%+3p =0,
a

o
=|=-1
r=|

jg
Cla ,

3

a
P =WPE; WE[——IJ.

(367)

(368)

(369)

zakladnich kosmologickych parametrd. Shriime veskeré dosavadni vysledky do tabulky:

koeficient o | €xpanzni | Hubblova horizont stavova parametr | entita
(p~1la a) funkce konstanta Castic rovnice w
1
a=4 C " o 2ct p=p/3 +1/3 | zafeni (mo=0)
a=3 cr? 3 3ct p=0 0 latka (mo # 0)
1
o=2 Ct P ct In(t/ty) p=-—p/3 —1/3 kfivost (k< 0)
et —1
a=0 Ce” X c 7 p=-p —1 projevy vakua

Poznamka 1: Podstatnd je hodnota parametru w pro temnou energii. Aby dochéazelo k pozorované zrychlené expanzi
vesmiru, musi podle rovnic obecné teorie relativity platit, ze w <—1/3. Pro vakuovou energii spojenou s kvantove
mechanickymi procesy ve vakuu je w=—1 a expanzni funkce roste exponencialné. Pokud by dokonce bylo w <—1
(e < 0), bude expanze natolik piekotna, e zasdhne samotnou strukturu latky arozerve v budoucnu samotna
atomova jadra. Této situaci fikame big rip — velké rozervani. Z méteni WMAP, CBI, 2dF a SDSS vychazi, ze

parametr w se pro temnou energii nachazi v intervalu hodnot <—1;—0,78).
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Poznamka 2: Ulohu Ize fesit obracené, tj. ze znalosti stavové rovnice ur€ovat zmenu hustoty energie:

dU+pdV =0 = d(pEa3)+pda3 =0 = (370)
da
dpg =-3(pg +P); (371)
Pokud nyni zname stavovou rovnici, snadno dopoéteme separaci prubéh hustoty energie s expanzi:
p=0 = PE ~ 1a*,
p=pe/3 =  pg~la*, (372)
pP= —pE = pE ~ const .
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IX. POHYBY CASTIC V POLICH

1. Naboj v elektrickém poli
Zadani: Reste relativisticky urychlovani naboje z nulové rychlosti ve sméru pole.

ReSeni nerelativistické: Budeme integrovat pohybovou rovnici

mi=QE = v=i=2E, = ng—Ezz (373)
m m

Nerelativistické feSeni ma zjevné vady, naptiklad lim v =eo. Ndboj je neomezené urychlovan.
t— oo

Reseni relativistické: Budeme integrovat relativistickou pohybovou rovnici

i(mv):QE = d "o v|=0E = LU:QEI. (374)

dr dt 1—02/c2 1—1)2/(:2

Vidime, ze po prvni integraci jsme nedostali rychlost samotnou, ale vztah, ze kterého teprve
musime rychlost vypocitat:

2.2
A R

-0 /C
b= OFt (376)

202,2
E*t
m0,/1+sz
moc

Vyraz pro rychlost jiz neni tak jednoduchy, zato ale nediverguje, lim v=c. Chcete-li znat
t—> o0

polohu, je tfeba provést jesté¢ jednu integraci

t
! 2 22,2 2 22,2
x=| OFt ar=20C) QB e Oy (3
0 O*E*1? OF myc” |, OF myc
mO A A

1+
mgcz

2. Larmorav polomér

Zadani: UrCete Larmortiv polomér pro

a) elektron s energii 10 keV v magnetickém poli Zemé (B = 5x107 T),

b) proton ve Slune¢nim vétru s rychlosti 300 km/s (B = 5x10"° T),

c) iont He' s energii 1 keV ve slune¢ni atmosféie v blizkosti slune¢nich skvrn (B = 5x 102 7T).
ReSeni: Preved'te udaje na rychlost a potom je 7 = mv/QOB. Vyjde a) nékolik metrii, b) stovky
kilometrti, c¢) desitky centimetra.
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3. Magneticky moment nabité ¢astice

Zadani: Céstice s ndbojem Q rotuje rychlosti v. Naleznéte magneticky moment &astice.

M0 (¢

Reseni: Magneticky moment je sou¢in proudu a plochy, kterou obtéka

,u:IS:gfcrz: 0 ﬁrzzgrvziMrvzib. (378)
T 27r/v 2 2M 2M
Vztah plati 1 vektorove:
0
=[/S=— 379
n 3, (379)

Poznamka: Magneticky moment je az na konstantu Q/2M Gmérny momentu hybnosti. Rotuje-li nabita Castice,
chova se jako maly magnetek. Magneticky moment je kvantovan stejné jako moment hybnosti. Proto se kvantové
¢islo urcujici projekci momentu hybnosti do libovolné osy nazyva magnetické kvantové ¢islo. Pozor! Uvédomime-li
si, ze projekce momentu hybnosti do libovolné osy je jen nasobkem Planckovy konstanty, (b=m# ), muze

magneticky moment nabyvat jen nasobky zakladniho kvanta (Bohrova magnetonu):
Oh

p=m s m=041,42,.. (380)

I nepohybliva ¢astice miize mit nenulovy magneticky moment zptisobeny spinem (vlastni rota¢ni moment). Ve
skutecnosti je magneticky moment Castice dan kombinaci orbitalnich a spinovych vlastnosti (= j#) a u vztahu
(380) je tzv. Landého faktor g, jehoZ hodnota se uruje z kvantové mechanickych uvah:

o]n

Do znaménka g se zahrnuje znaménko néboje. Pro elektron g = —2; pro proton g = 5.68 a pro neutron g = —3.86.

4. Magneticka rezonance

Zadani: Urcete rezonan¢ni frekvenci magnetického dipolu ve vnéjsim magnetickém poli.
Reseni: Ve vnéjsim magnetickém poli ma magneticky dipol energii W =—p-B, dipol se snazi
ziskat minimalni moznou energii a zorientovat se podél silokfivek. Tim dojde k precesnimu
pohybu, ktery zname u setrvacniki. V mikrosvété jsou ale rotani pohyby kvantovany a precesni
uthel @ nemuze byt libovolny. Pohyb se déje jen po nekterych kuzelovych plochach. Rozdil

energie pifi prechodu z jedné plochy na druhou je kompenzovan vyzafenim nebo pohlcenim
rezonan¢niho fotonu. Uréime tedy nejprve mozné hodnoty potencialni energie setrvaéniku:
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el

W=-nB=-u,B; M, = 2M Js j=0,x1,%2,... (382)
Rozdil dvou sousednich energetickych hladin tak vychazi
o]
AW =g ——B 383
Y, (383)
Hledana rezonanéni frekvence fotonii je
Q
ez = |2 M| B=KgB;
(384)

_ [1.44 MHz/T atom
1076 kHz/T jadro
Konstanta K je charakteristickd pro dany typ rezonance. V celém atomu je ddna vlastnostmi

elektronii v atomarnich obalech, v jadie je dana predevSim vlastnostmi protont. Elektronova
1 jadernd magneticka rezonance jsou zdkladem modernich zobrazovacich metod.

5. Magneticky moment jako invariant

Zadani: V pomalu se ménicich polich se magneticky moment &astice zachovava. Castice pii
pohybu ,,upravuje* svoji rychlost podle velikosti pole. Urcete proto magneticky moment jako
funkci rychlosti a magnetického pole.

Reseni:
p=lS=£b=grxv =
2M 2
) (385).
1Y _Q mv, mu
= v, = v, =
A= o "~ 0B

Kolma slozka rychlosti pohybu se pii obéhu nabité ¢astice kolem silokifivek nastavuje podle
hustoty siloktivek (velikosti pole). Hustota silokiivek se nesmi podstatné zménit za jednu otocku
castice.
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6. Magnetické zrcadlo

Zadani: UrCete podminku odrazu na magnetickém zrcadle, je-li ¢astice do zrcadla nastielena pod
uhlem 6, v poli o velikosti B,.

ReSeni: Zakon zachovani energie ndm v magnetickém poli dava

2 2 2 2
muo muv mu mu
ik B s Q¢ = const = AR EN
2 2 2 2 (386)
02 = const = U =const .

Magnetické pole tedy neovliviiuje velikost rychlosti, zplisobuje jen zménu sméru rychlosti, tj.
pielévani mezi podélnou a kolmou slozkou, neboli thel naklonu k silokfivce. Ten je dan dalSim
zakonem zachovani — magnetickym momentem c¢éstice:

2 2 2 .2
91 _ const = visin 6 = const = sin” 0 =const . (387)
2B 2B

Ve dvou riznych mistech zrcadla tedy plati:

.2 .2
sin” 6y _ sin” 6, . (388)
By B,
Pfi odrazeni ¢astice musi byt uhel pohybu vzhledem k silokiivce &, = z/2 a pole musi dosdhnout
hodnoty
B =— 320 . (389)
sin” g,

magnetické zrcadlo
.4—

7. Gravitacni drift

Zadani: Naleznéte rychlost driftu elektronii v gravitatnim poli nasi Zem¢ 300 km nad Zemi
(B~5x107T).

Reseni: Nejprve uréete velikost gravitaéni sily, piipadné tihovou silu v dané vysce. Potom
naleznéte driftovou rychlost ze vztahu

= 15;]2?’ ~ é (390)

Vyide, ze gravitaéni drift je zcela zanedbatelny pro elektrony i pro ionty (10°° m/s, 10~ m/s).

Up
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8. Bennettlv pin¢

Zadani: Naleznéte prab¢h tlaku v proudovém vlakné s konstantni proudovou hustotou.

ReSeni: Nejprve ur¢ime z Ampérova zakona pole uvnitt vlakna ve vzdalenosti 7 od centra:

fH-di=1 = Homr=jx? = B=ﬂr=”—12r. (391)
2 27R

Samo magnetické pole uvnitf pinfe vzrastd linedrné se vzdalenosti smérem od centra. Na

povrchu vldkna je nejvétsi a vné vlakna klesa jako 1/r. Na libovolnou vrstvu v priifezu pince

pusobi smérem ven sila gradientu tlaku latky a smérem dovnitt sila gradientu tlaku pole, obé sily

jsou v rovhovaze:

2 2
9 9w _y o G _d|\BT|___ M (392)
dr dr dr dr

_— - r.
2u 4r’R*

Ziskali jsme tak diferencialni rovnici pro tlak latky, kterou snadno integrujeme. Integracni
konstantu uréime z podminky p(R)=0:

2
_oul 22
pl(r)—8E2R4 (R r ) (393)

Tlak klesa od centra k okrajim vldkna parabolicky, v centru méa hodnotu
p1(0)=———. (394)
: 87%R?

Poznamka: Podobnym zplisobem se pocita rovnovaha hvézd. Gradient tlaku latky je vyrovnavan gravitacni silou.
Po sestaveni rovnice rovnovahy se integruje (zpravidla numericky) od centra smérem ven. Vypocet se zastavi
v okamziku, kdy tlak vychazi nulovy a integrace se dostala az na povrch hvézdy.
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