Relativita Il — priklady

1. Inverzni matice k LT (pfednaska)
Zadani: Naleznéte inverzni matici k matici Lorentzovy transformace.

Reseni: V tomto piipadé stadi zaménit v — — v, takZe je pak y —> y; B — — S a inverzni
matice ma tvar
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Oveéite, ze plati
ATTA=AAT =1, (3)

2. Uhel rotace, rapidita
Zadani: Naleznéte uhel rotace u Lorentzovy transformace.

Reseni: Postupujeme jako pii oby&ejné rotaci v prostoru, kdy se oto¢ime o uréity thel
v roviné (x, ); soufadnice z se neméni. Tento obecny piipad lze popsat jako transformaci
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Transformacni matici pfi této rotaci je matice

cosp —sing 0
R=|sing cosp O], (5)
0 0 1

jejiz determinant je det R = cos’p + sin’p = 1. Jak je tomu u Lorentzovy transformace? Z Lo-
rentzovy transformacéni matice se zd4, Ze jde o rotaci v roving (¢, x). Kdyby bylo y =cos ¢,
pak z determinantu Lorentzovy matice y*—y*8> = 1 vychazi y*8* = y’—1 = cos’p —1, coz nedava
sin’p. Tento problém fesi hyperbolické funkce ch a sh. Provedeme tedy substituci

y=chu. (6)

Pak je 7/2 p 2 =ch?u—1=sh?u alze volit yf =shu . Lorentzova matice ziska tvar
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ktery je velice podobny rotacni transformacni matici, determinant je zjevné roven jedné. Jde
o rotaci v roving€ (¢ ,x) o ryze imaginarni uhel u, ktery se nazyva rapidita. Hodnotu rapidity
snadno zjistime:

shu

thu:—:ﬁ:ﬂ:E = u=arcth 2. (8)
chu vy c c

Rapidita je jednoduchou funkci vzéjemné rychlosti obou soustav.

3. Parametry ¢astice

Zadani: Elementarni ¢astice ma v soustavé pozorovatele hybnost 3,6x10** kgms ' a celko-
vou energii 1,35x10 " J. Uréete klidovou hmotnost a rychlost &astice.

Reseni Napisme si nejprve vztahy pro hybnost a energii

p = }/ mO v s
) ©)
E=ymyc”.
Vzhledem k tomu, Ze levé strany zname, miizeme rychlost ziskat vydélenim obou rovnic:
2
v=%=240x106ms_1. (10)

V dal$im kroku ur¢ime koeficient y a klidovou hmotnost (bud’ ze vztahu pro hybnost, nebo ze
vztahu pro energii):

7/:;, moziz 29,1X10_31kg (11)
1-v%/c? 7v

Klidova hmotnost elementarni ¢astice je rovna klidové hmotnosti elektronu.

4. Relativistické urychleni
Zadani: Reste nerelativisticky a relativisticky pohybovou rovnici pro naboje, ktery je z nu-
lové rychlosti urychlovan ve sméru elektrického pole.

ReSeni nerelativistické: Budeme integrovat Newtonovu pohybovou rovnici

OF

mi=0E = owo=x=2L: = =22 (12)
m 2m
Nerelativistické feSeni ma zjevné vady, naptiklad
lim v=00. (13)
t—>0
Naboj v kone¢ném cCase piekroci rychlost svétla a je urychlovan dal a dal.
Reseni relativistické: Budeme integrovat relativistickou pohybovou rovnici
d d mo U mO U
—(mv)=0QE —| ——=|=0F = ————=QFt. (14)
dr d 1—02/02 \/l—vz/cz



Vidime, Ze po prvni integraci jsme nedostali rychlost samotnou, ale vztah, ze kterého teprve
musime rychlost vypocitat:

2.2
my v
=0 = m%vzzQzEztz(l—vz/cz). (15)
I-v / c
Z tohoto vyrazu jiz snadno ur¢ime hledanou rychlost
U(t) =———u—o (16)
Vyraz pro rychlost jiz neni tak jednoduchy, zato ale nediverguje,
limv=c. (17)

t—>o

Chcete-li znat polohu nabité Castice, je tfeba provést jesté jednu integraci.

5. Nepruzna srazka

Zadani: Castice o klidové hmotnosti m se nepruzné srazi rychlosti 0,8 ¢ s nepohyblivou &as-
tici o stejné hmotnosti. Jaka bude rychlost spojenych ¢astic po srazce? Jaka bude jejich cel-
kova hmotnost?

ReSeni: Laboratorni soustavu S spojime s ¢astici B, ktera je v klidu. Dale zavedeme t&Zi§to-
vou soustavu obou ¢astic S’, ve které se symetricky pohybuji proti sobé. Rychlosti ¢astic
v téchto soustavach budou:

u,=0,8c; up =0,

) ; (18)
Uy=—-0 ; Upg = +0.

Transformacni rovnice pro rychlost ¢astice B nam dava:

Up —U 0,8¢c—v
up=—-L—— = =— = v=0,5c. (19)
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Ob¢ castice se tedy v tézisStové soustaveé pohybuji proti sobé rychlosti 0,5 c. Po srazce se
spojené c¢astice v te€zisStové soustavé nepohybuji. To znamend, ze z hlediska laboratorni sou-
stavy maji po srazce rychlost pravé 0,5 c. Zbyva jesté urcit jejich hmotnost. V té€zistové sou-
stavé maji ob¢ ¢astice stejnou pohybovou hmotnost. Po srazce bude mit vyslednad dvojice

A%

v téziSt'ové soustavé hmotnost:

my =2m=2ymg, = (20)

2m0 4
—=—m.
Ji-052 3
V tézistové soustave se po srdzce Castice nepohybuji, proto jde o klidovou hmotnost spojené
Castice po srdzce. Spojené Castice se po sraZce pohybuji rychlosti 0,5 ¢ a maji klidovou
hmotnost 4m0/x/§ .



6. Poundtiv-Rebkliv experiment

Zadani: Urcete relativni zménu frekvence a vinové délky v Pound-Rebkové experimentu.
Foton prolétal v&zi o vySce Ah = 22,6 m. PouZity byly fotony s energii 14,4 keV emitované
izotopem kobaltu Co 57.

Reseni: Ze vztahu
Awlwo=— AMlrg= Aplc* = gAh/c? 21)

snadno uréime
Awlwy=2,5%10"", Al/dg=—2,5x10"". (22)

7. Einsteinllv prstenec

Zadani: Urcete thlovy polomér Einsteinova prstence, vite-1i, ze odklon paprski je ve vzdale-
nosti Ry od objektu 4GM/(c*Ry).

zdanlivy obraz

hvézda Eocka pozorovatel
(hmotnost M)

Reseni: Hvézdu, ktera by byla v zakrytu za objektem o hmotnosti M, uvidime podle obrazku
jako prstenec s uhlovym polomérem a. VSechny thly jsou malé, proto mizeme psat

=20, (23)
a
R
p==r. (24)
Pro thel ohybu plati
AGM
X=—F—> (25)
c°R,
r=a+p. (26)

Posledni 4 rovnice miizeme chépat jako soustavu rovnic pro proménné a, S, y, Ro. Postupnou
eliminaci proménnych f, y, Ry ziskdme finalni vztah pro thlovy polomér Einsteinova prstence

b 4GM
a(a+b) ¢?

a= . (27)

J073728.45+321618.5 J095629.77+510006.6 J120540.43+491029.3 J125028.25+052349.0

Einsteinovy prstence fotografované HST. Zluty objekt uprostfed je mezilehla ¢ockujici galaxie.



8. Kosmologicky posuv

Zadani: Kvazar ma ¢erveny kosmologicky posuv z = 2,5. Urcete pozorovanou vinovou délku
cary 4 = 680 nm. Jaké byly rozméry vesmiru v dob¢€, kdy kvazar vyslal zafeni?

Reseni: Stadi vyjit ze zakladniho vztahu pro kosmologicky &erveny posuv:

z =AM = [R(?) — R(to))/R(t). (28)
Odsud snadno ur¢ime:
25=Mo—1 — A=3,54=2380nm. (29)
Obdobn¢
25=R/Ry—1 — Ry=R/3,5=29%R. (30)

VInova délka je posunuta do neviditelné infraCervené oblasti spektra. Vzdalenosti ve vesmiru
byly v dob¢ vyslani signalu 29 % vzdalenosti dnesnich.
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