Relativita | — priklady

1. Mion

Zadani: Doba Zivota mionu (t&7kého elektronu) je Az=2,2x10®s. Mion vznikl ve vysce
h=30km nad povrchem Zem¢ interakci kosmického zéieni s hornimi vrstvami atmosféry
a dopadl na Zem. Jakou musel mit minimalni rychlost pfi vzniku?

¥

Reseni: Mion by podle klasické fyziky nemél na povrch Zemé viibec dopadnout, protoze se
diive rozpadne na normalni elektron a neutrino. Z hlediska pozorovatele na Zemi je ale mion
v pohyblivé soustavé a doba jeho Zivota se prodluZzuje na At = yA7. Mion proto mize ulétnout
az vzdalenost s < cAt = cyAt. Z tohoto vztahu vypocteme rychlost, kterou musi minimalné
mit:

cAT 2
v=c 1—( h j =0,99976 c. (D)

Priklad Ize také teSit v soustavé spojené s mionem jako kontrakci vzdalenosti, kterou musi
mion ulétnout.

2. Interval

Zadani: Dokazte, ze interval mezi dvéma udalostmi je ve vSech soufadnicovych soustavach
stejny.

Reseni: Piedpokladejme, Ze se odehraly dvé udalosti 4 a B a kazda je popsana étyimi prosto-
roasovymi Udaji v néjaké soutfadnicové soustavé S. Spoctéme interval v soustavé S” a v sou-
stavé S. Ukazeme, Ze ob& hodnoty jsou stejné. V S’ plati

7”2 2/, 7 \2 ’ 7 \2 ’ 7 \2 ’ 7 \2
As =—c(tp —1y)" +(xp—x)" +(yp =y +(zp—24)" . ()
Interval prepiSeme pomoci piirastkd, které ur€ime z Lorentzovy transformace

C=yt-vx/c®), X=px-uv), Y=y, =z 3)

Pro interval tedy mame



AP =N AP NP AR

4)
As™? :—cz[y(At—qu/cz)T + [H(Ax —vAD] + Ay? + A2,

Po roznésobeni se vyrazy umeérné Ax Atr vyrusi a zbude

2
AP = — PP — L (AP + A0 + R An + Ay + Az
C

Nyni slou¢ime ¢leny s Ax a At k sob¢:
2
As’? :—72(c2—vz)At2+72(1— U—zjmzmyzwzz.
c

Vyuzijeme-li definici koeficientu % mame okamzité
As'? = A + A+ A7 —PAP = A5 (5)

Interval mezi obéma udélostmi je proto ve vSech souradnicovych soustavach stejny.

3. Elektron

Zadani: Elektron je urychlen nap&tim U= 10° V. Uréete jeho rychlost z klasického i relati-
vistického vyrazu pro kinetickou energii a vysledky porovnejte.
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ReSeni: Elektron v obou ptipadech urychlenim ziska kinetickou energii
W, =QU. ©6)

V klasickém ptipad¢ je

2
L S L/ Y, (7)
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V relativistickém piipadé je

2
2
mgc
szyfmocz—moc2 = v=c,|1- 20— = 0,9 c. (8)
myc” + QU

Nerelativisticky vyraz tedy zjevn€ nemizeme v tomto ptipad€ pouzit, vede k rychlostem po-
hybu elektronu vysSim nez je rychlost svétla.

4. Slunce

Zadani: Jak se zméni hmotnost Slunce za jeden rok diky jeho vyzatrovani? Intenzita slunec-
niho zafeni nad atmosférou Zems je I = 1,4 kW/m% hmotnost Slunce je 2x10°° kg, vzdalenost
Zemé od Slunce je d = 150x10° km.

Reseni: Hmotnost se zméni o
Am = AE/c* = PAt I¢* = 47md*] At/c* ~ 10" kg. 9)

Slunce ptichazi o zanedbatelny zlomek své celkové hmotnosti.



5. Dopplertyv jev (na prednasce)

Zadani: Odvod'te relativisticky Doppleriv jev pomoci transformace vinového ¢tyfvektoru
(ky, ky, k., w/c). Zkuste se zamyslet nad tim, pro¢ dochéazi k Dopplerovu jevu i tehdy, kdyz
zdroj pozorovatele jen miji a jejich vzdalenost se neméni (tzv. transverzalni neboli pfi¢ny
Doppleriv jev).

Reseni: Snadno nalezneme feSeni v soustavé S’ spojené s zdrojem zafeni:

wlc @, /c wylc

k W,/c-cos

x _ ka)sao _ | %o ' 0 (10)
k, ksin oy, wq/c-sin

k, § 0 0

Nyni provedeme Lorentzovu transformaci do soustavy pozorovatele S (jde o inverzni Lorent-
zovu transformaci):

wlc y yﬂ 0 0 a)O/C
wy/c-cosa yB ¥y 0 0] |®/c-cosoy
. = : (11)
Wq/c-sina 0 0 I 0| wyesing,
0 s 0 0 01 0

Vzhledem k tomu, ze nés zajiméa frekvence v misté pozorovatele, postaci nalézt jen nulty
fadek maticového nasobeni:

w= 7(1 +Ecosaoja)0 . (12)
c
Tento vztah je znamy jako relativisticky Dopplertiv jev. V limité nizkych rychlosti (zane-
dbame cleny kvadratické a vyssi v v/c) je y— 1 a @w= (1 + v/c cos &) wy. Pti vzdalovani
zdroje je op=180° a w= (1 — v/c) w,, pii ptiblizovani zdroje je op=0° a @= (1 + v/c) wy.
Jde o znamé nerelativistické Dopplerovy vztahy. Pti vyssich rychlostech jsou tyto vztahy mo-
difikovany koeficientem ¥ Jestlize zdroj zafeni pozorovatele miji (o ==+ 90°) je w= ¥ wy.
Ke zméné frekvence tedy dochazi i v ptipadé, Ze se zdroj nevzdaluje ani neptiblizuje. Tento
jev se nazyva transverzalni Dopplertv jev a jde o Cisté relativisticky jev, ktery nema v nere-
lativistické fyzice obdoby. Je zptisoben zménou chodu ¢asu v pohybujici se soustaveé (dilataci
casu). Prostorové relace maticové transformace daji vztahy

wcosa = ywy(f+cosay), (13)
wsin & = @y sin &, . (14)

Pokud obé& rovnice vydélime, ziskame vztah mezi obéma uhly, ktery je nezavisly na frekven-
cich a zavisi jen na vzajemné rychlosti soustav:



sin ¢,
tgor=——10 (15)
yB+ycosa,
Ze vztahu je ziejmé, Ze vinoplocha zménila smér a Ze tato zména zavisi jen na vzajemné
rychlosti soustav v. Relativisticky Dopplertiv jev jsme zde odvodili jen pro svétlo (w = ck)
a nikoli pro obecné vinéni latky.

6. Heavisideovo pole

Zadani: Heavisideovo pole. Urcete pole nabité castice letici konstantni rychlosti. Vyuzijte
transformaci Ctyfvektoru potencialu pole (4,4, 4,,¢/c).

z
ReSeni: V soustavé spojené s nabojem je ziejmé vektorovy potencial nulovy (neni zde pfi-
tomno magnetické pole) a skalarni potencial je dan Coulombovym zédkonem:

¢ = Q . (16)
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Provedeme inverzni Lorentzovu transformaci do soustavy S pozorovatele

plc y yB 0 0) (Q/(4reycr’)
4 0 0 0
x| _|¥B 7y _ . (17)
4, 0 0 1 0 0
A4, ) 0 0 01 0
Po vynasobeni matic dostdvame pro potencialy v soustaveé pozorovatele
1O 4 = PO o 4 =0, (18)

Az r’ 4re\cr

Ve vysledku jsme oznacili
r':\/x'2+y'2+z'2 = \/yz(x—vt)2+y2+zz. (19)

Je zfejmé, ze magnetické pole je jiz nenulové a elektrické pole je také modifikovano. Novy
tvar poli je

g o 00 04r_ yQ (x—vi)
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dx  of 47[80[}/2(x—vt)2+y2+22}32
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Ey:_g_¢_ ay: yQy . (20)
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£ :_3_¢_8A2_ 7/QZ

: dz Ot 32

_47580[72(x—vt)2 + 2 +zz}



Magnetické pole ur¢ime jako rotaci vektorového potencialu:

_E)AZ aAy 0
oy 9z
Byzan _BAZ _ PO z _ @1
dz dx 47[800[72(x—vt)2+y2+zﬂ
B :aAy_an = + yﬂQy
Z9x 9y 2, 2 2P
47[80c[72(x—vt) +y 4z }

Dulezita je kolma a rovnobéZna sloZka elektrického pole, ur¢ime ji v mistech oznacenych na
obrazku postavi¢kou pozorovatele:

E =JB2+E| -—,—2 (22)
+ Y x=vt 4ﬁ£0(y2+22)
1 0
Ey=E| _g=——" 2 23)
177D T Y dmey (x—vr)?

Vidime, Ze elektrické pole je napfic pohybu natazeno faktorem ya ve sméru pohybu je stla-
&eno faktorem 7 2. Pole se pohybuje spolu s nabojem. Magnetické pole tvoii kruznice kolmé
na pohyb naboje. Pro nekone¢nou fadu naboji bychom ziskali pole kolem vodice.
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7. Letici kondenzator

Zadani: Rovinny deskovy kondenzator s homogennim elektrickym polem se pohybuje vzhle-
dem k pozorovateli rychlosti v ve sméru siloktivek pole. Urcete elektrické a magnetické pole,
které bude pozorovatel pozorovat.
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Reseni: Zavedeme soufadnicovou soustavu S’ spojenou s kondenzatorem. Soustava S bude
spojena s pozorovatelem. V soustavé spojené s kondenzatorem jsou potencialy pole trivialni.
Elektrické pole musi byt zdporné vzatym gradientem skalarniho potencialu, magnetické pole
rotaci vektorového potencialu, odsud urc¢ime potencialy:

| v
X'

¢/:_E0xl,
A':O,
; (24)
Ay:O,

A.=0.
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Nyni provedeme inverzni Lorentzovu transformaci k soustavé spojené s pozorovatelem:

ple y 7B 0 0)(-Egx
A, _ yB v 0 0 0 (25)
4, 0 0 10 0
A, 0 0 01 0
N
Vysledné potencialy jsou:
p=—yEgx' ==y’ Eq(x-v1),
4= YBEx ¥} BE, (x—vi)
e ¢ ’ (26)
4,=0,
A.=0.
Posledni ¢asti vypoctu je urceni novych elektrickych a magnetickych poli:
04
Ex=—%— x=y2E0—y2£Eov=y2(1—uz/c2)E0:EO,
ox Ot c
04
Ey:—%——yzo,
dy ot
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Pohybuje-li se zdroj homogenniho elektrického pole ve sméru silokfivek, pole se nezméni.
Toto tvrzeni ale neplati pro pohyb napfi¢ silokiivkdm. V tomto piipadé se méni elektrické

pole a generuje pole magnetické (Vyzkousejte!).
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