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F7 MOMENT SETRVACNOSTI

V této c¢asti si spocteme nékteré jednoduché priklady na rota¢ni pohyby a sezndmime se
s n¢kolika uzite¢nymi triky.

Kyvadlo na nehmotném zavésu

0sa

€ Piiklad 7.1: Reste pomoci diferen¢niho schématu pohyb kyvadla s obecnymi pocate¢nimi
podminkami. Zanedbejte hmotnost zavésu, téleso na konci povazujeme za malou kuli¢ku.

Reseni:Vyjdéme z pohybové rovnice rotujiciho t&lesa:
J$=Mg (7.1)
Za moment setrva¢nosti dosadime ze vztahu (6.9) a za moment sily ze vztahu (6.1)
ml?¢%=-mglsing. (7.2)

Znaménko minus na prave strané vyjadiuje, Ze moment sily je vratnou silou, tedy pti vzdalo-
vani z rovnovazné polohy putisobi proti pohybu. Rovnici muzeme upravit do standardniho
tvaru s klesajicim stupném derivaci a s koeficientem 1 u nejvyssi derivace:

gb+%sin¢:0. (7.3)

Povsimnéte si, Ze hmotnost zmizela — uz drive jsme se zminili o tom, Ze jde o dileZitou vlast-
nost gravitacniho (tihového) pole. Odvozena rovnice pro kyvadlo je obycejna diferencialni
rovnice druhého tadu, ktera je nelineérni, a proto velmi obtizn¢ feSitelna. Pro malé rozkmity
(ptiblizné do 5°) lze funkci sinus nahradit argumentem (sinx ~X) a rovnice piejde
v jednoduchou linearni rovnici

¢+%gpz0, (7.4)

kterou se naucime feSit pozdgji. Této aproximaci fikame matematické kyvadlo, uvidime, Ze
vede na harmonické oscilace. Nyni feSme numericky pavodni nelinearni rovnici (7.3) pro
libovolné rozkmity. Nejprve rovnici pievedeme na soustavu dvou rovnic prvniho fadu:
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a'):—%singo. (7.5)
Derivace nahradime kone¢nymi diferencemi
Pni1 ~Pn _ .
w At— w g (7.6)

a vypocteme nové hodnoty pomaoci starych:

Pl = Pn + @, At

: (7.7)
Wny = WOn _Ig (sing,)At.

Z odvozeného diferen¢niho schématu vypocitame z hodnoty Ghlu a thloveé rychlosti v ¢ase t,
nové hodnoty v ¢ase t,,; =t, + At. [

Trik prvni

Slozité nelineadrni vyrazy mazeme ¢asto nahradit s malou ztratou piesnosti linearnimi vy-
razy. Pro malé argumenty funkci (x << 1) lze psat

sinx=x, cosx=1, =1+ x,

sinhx=x, coshx~=1, In(1+x)=x,
(1+X)P = 1+px , (1+ x)%= 1+ 2, (1+ x)*~ 1+ 3x,
(1+ X)%= 1+x/2 , 1/(1-x) =~ 1+ X, 1/(1+x) = 1-x.

Poslednich pét vyrazi je jen aplikaci formulky (1+x)P = 1+px. Zkuste si nakreslit grafy
nékolika prvnich funkci. Jejich linearni nahrazky jsou rovnice te¢en v pocatku soufadnic.
Urceme naptiklad sin 3°. Argument musime pievést na radiany:

30

OO

sin3°=3°=

27 ~0,0523598...

Presna hodnota sin 3° = 0,052335956... a liSi se od aproximace az ve ¢tvrté platné cislici.

A

y
y=x

y=sinx

HV
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¢ Priklad 7.2: Zdimacka rotuje s frekvenci f = 1 500 ot/min. Polomér bubnu je R= 30 cm. Pfi
otevieni se motor vypne a Zdimacka se ptisobenim brzdy zastavi za 4 s. Po kolika otackéch se
zastavi buben? Jaky je prabéh odstiedivého zrychleni kapesniku na obvodu bubnu?

Redeni: Nejprve si zapisme pocatecni podminky dlohy, tj. pocateeni Ghlovou frekvenci (je
dana otackami Zdimacky) a Uhel oto¢eni v ¢ase t = 0:

2 1500 1500

Wy = 2rf f_m_EZZSHZ; 79
9o =0.
Nyni sestavime pohybovou rovnici
Jép=Mg (7.9)

Moment sily na pravé strané¢ bude dan brzdnym momentem M, bude putisobit proti pohybu,
proto napiSeme Mg = —M a provedeme prvni integraci (rovnice je linedrni s konstantni pravou
stranou)

Jp=-M = ()5:—% =

o(t) = —%Hcl N
M >
t)=—-—t“+c4t+c,.
(1) 23 1t 762
Integra¢ni konstanty uréime z pocateenich podminek w(0)= wo, ¢(0) = O:
o(t) = g —Mt ;
J (7.10)

M.
)=t ——t°.
p(t)=w 23

Zajima nés situace na konci pohybu, tj. v koncovém case tx = 4 s, kdy bude Uhlova frekvence
jiz nulové a uhel bude roven koncovemu thlu ¢y:

OZCOO—Mtk;
J (7.11)
— gt~ M2
Pk 0tk 2] k -

Z prvni rovnice mazeme spocitat neznamy podil M/J a poté z druhé koncovy Uhel gy:

M _a.
J oot
1M2 16002 1
=wot, ———1tf =ty ———t, =—wqt}, .
Dk Oszk 0k2tkk20k

Hledany pocet otacek a prubéh odstredivého zrychleni jsou:
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wt
N:¢)k/2ﬂ=%%ﬂk=lftk:50.
2 2 2 2 2
an=%=(R§) =Ra)2=R(a)o—%t) =R(a)o—?—°tj =Rw§{1—tij .
k k

Buben Zzdimacky vykona jesté 50 otacek. Odstredivé zrychleni bude postupné slabnout z hod-
noty Rewo’ na nulu, které doséhne v koncovém case ty.

Moment setrvacnosti obecného télesa

Moment setrvacnosti vzhledem k ose jsme zatim zavedli jen pro kuli¢cku na provazku. Uva-
Zujme nyni rotaci obecného télesa kolem osy. Piedstavme si, Ze toto téleso sloZime z malych
elementd o hmotnosti dm (objemu dV) a vzdalenosti od osy otaceni r, které piispéji k celko-
vému momentu setrvacnosti hodnotou dJ= r’dm.

Celkovy moment setrva¢nosti bude souctem (integralem) viech prispévki:
J=[r?dm. (7.12)

Jak zvolime hmotné elementy v praxi? Nejjednodussi je téleso roziezat na kousky, jejichz
vSechny body budou vSechny stejné vzdalené od osy otaceni. Poté hmotnost téchto elementa
vyjadrime jako hustotu ndsobenou objemem a objem zapiSeme za pomoci vhodného diferen-
cialu. UkaZme si tento postup na jednoduchém piikladu rotujici ty¢e uchycené na konci.

¢ Piiklad 7.3: Rotujici ty¢

0sa

dm

/
T e
X /

0

Ty¢ rozieZzeme na svislé fezy (elementy), jak je naznaceno na obrdzku. Jeden z ezt jsme vy-
znacili odliSnou barvou, jeho poloha je x. Pokud budou tyto svislé tezy infinitezimalné tenké
(dx), maji vSechny objem dV =S dx (S je prufez tyce). Pres tyto fezy budeme integrovat od
nuly (levy konec tyce) do | (celkova délka tyce):
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J :j[xzdm:szpdv :‘lfxszdx=pS.l|‘x2dx:pS§.
0 0 0 0

Nyni vyjadiime hustotu za pomoci celkové hmotnosti ty¢e m a celkového objemu V.

m.1® m_1° 1 .,

Vv 3 sI°3 3

Ziskali jsme zndmy vztah pro moment setrvacnosti tyce otacejici se kolem konce:

L2,

J==m 7.13
i (7.13)

Poznamky:

—  Pokud by ty¢ byla kovova a roztavili bychom ji, pak z ni odlili kouli, a s touto kouli to¢ili na velmi
mélo hmotném lanku, byl by moment setrvagnosti roven ml? tedy trikrat vét$i. Dobry setrvadnik mé
hmotnost rozlozenou co moznéa nejdale od osy otaceni. Tim se zvySi jeho moment setrva¢nosti (schop-
nost setrvavat v rota¢nim stavu pohybu).

—  Moment setrvaénosti ma vzdy rozmér hmotnost nasobené kvadratem délky. Je dobré si to u vysledku
pokazdé zkontrolovat.

Trik druhy

PFi vypocétu muzete téleso rozlozit na libovolny pocet ¢asti a moment setrvacnosti pocitat
jako soucet momentu jednotlivych casti. T¢leso takeé mazeme rozdélit na infinitezimalni
elementy, celkovy moment setrvac¢nosti je pak integralem (r je vzdalenost k ose otaceni)

I=>Jy; J:J'rzdm.
k

¢ Piiklad 7.4: Naleznéte moment setrvacnosti kyvadla, jehoZz zavés Ize povaZzovat za ty¢ se
stejnou hmotnosti m, jako méa zavéSené téleso. Rozméry télesa zanedbejte.

Redeni: Vysledny moment setrvacnosti bude sou¢tem momentt zavésu a zavéseného télesa
1 4
J =J a0 + Jtileso = =M 2eml2=2ml2,
3 3
Tento moment setrvacnosti bude vystupovat v pohybove rovnici (7.1) pro kyvadlo. D

4 Priklad 7.5: Spoctéte moment setrvacnosti rovnostranného pravouhlého trojuhelniku, ktery
rotuje kolem jedné ze svych odvésen (maji délku a).

Reseni: Trojdhelnik bude mit plo$nou hustotu

m m 2m

S a?/2 a?’

RozieZzeme ho na elementy rovnob¢zné s osou otaceni podle obrazku (hmotny element vyjad-
fime pomoci polohy elementu x)

dn=0cdS =oydx=0c(a—x)dx.
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a
J :szdm:sza(a—x)dX=aT(aX2—x3)dx:a[ax—3—x—4} -
0 0 0 3 4]

4 4
B P - D D
3 4) 12 12 52 6

Moment setrvagnosti zadaného trojihelniku vzhledem k odvésng je ma%/6. D

¢ Piiklad 7.6: Spoc¢téte moment setrvacnosti homogenniho valce (kola, kruhu) o poloméru R
vzhledem k ose prochazejici stiedem.

Reseni: Kruh rozieZzeme na soustiedna mezikruzi dle obrazku

2D
dm
R R R 4 4
J=Ir2dm=jr20d8=a_[r227zrdr=2ﬂaR—=27rl2R—=lmR2. D
5 0 5 4 R 4 2

Moment setrvacnosti koule

¢ Priklad 7.7: Spoctéte moment setrva¢nosti homogenni koule hmotnosti m a poloméru R
vzhledem k ose prochazejici stiedem.

Reseni: Pocitejme napiiklad moment setrvagnosti vzhledem k ose z. Kouli bychom potiebo-
vali rozrezat na soustavu valec¢ka soustrednych s osou z (tak, aby body fezi mély stejnou
vzdalenost od osy otaceni). Takovy postup je sice mozny, ale zbyte¢né slozZity. Vypocet pro-
vedeme za pomoci jednoduchého triku. Vyberme si libovolny element uvniti koule se soufad-
nicemi (X, y, z). Vzdalenost elementu od osy rotace z bude r,, vzdalenost od poc¢atku r:
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(7.14)

Pro moment setrva¢nosti vzhledem k ose z bude platit
JZ:jrfdm:I(x2+y2)dm. (7.15)

Obdobné muzeme vyjadrit i momenty setrva¢nosti vzhledem ke zbyvajicim osam:
Jy :j(y2+22)dm;

Jy:_[(22+x2)dm. (719

Vysledek vech tii integraci musi byt stejny (setrva¢né vlastnosti jsou shodné), tj. musi platit
Jx=3y=3,. (7.17)

Vypocet kazdého z téchto integralu je slozity, ale snadno dok&Zeme spoditat jejich soucet. Na
kaZdy z integrali pak zbude prévé jedna tietina vysledku. Naleznéme tedy soucet vSech tii
momentu setrvacnosti:

J :JX+Jy+Jz:I(2x2+2y2+222)dm:2Ir2dm.

V tomto integralu mé r? vyznam kvadratu vzdalenosti od stiedu koule. Pii integraci by tedy
byly vhodné mnoZziny, jejichZ vzdalenost od stfedu je konstantni. Proto postaci roziezat celou
kouli na mnoho mezikuli o objemech dV = S dr = 4zr? dr.

3D
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Nasledna integrace je jiZ snadna:
J=2[r?dm=2[r? pdV =2[r? pazr?dr =8zp [ r*dr =8zp—.
0 0 5

Za hustotu nyni dosadime hustotu celé koule:

n R°
4 53 5
§7rR

J=8r =§mR?

Na moment setrvacnosti vzhledem k jedné jediné (libovolné) ose zbyva tietina, tj.

[
>
Il
[
Il
[
N
Il
[N
Py
N}

(7.18)

Moment setrvacnosti homogenni koule vzhledem k ose prochazejici stiedem je %mR2 : D

Trik treti
Pti vypoctu momentu setrvacnosti koule vzhledem k ose se vyplati spocist soucet mo-

mentt kolem vSech tii os. VVzhledem k tomu, Ze jsou tyto momenty stejné, pripadne na
kazdy z nich tretina vysledku.

Steinerova véta

Nejprve si ptipomenime definici hmotného stiedu pro soustavu hmotnych bodti a pro spojité
téleso:

N
kzz‘irkmk . Irdm
N =T —
ka _[dm

k=1

(7.19)

rs

Jde vlastné o vahovany pramér pies hmotnost, ve jmenovateli je celkova hmotnost vSech téles
nebo télesa.

¢ Piiklad 7.8: Spoctéte polohu hmotného stiedu pro soustavu téles dle obrazku (malé kulicky
maji hmotnost 1 kg, velké kulicky 2 kg).

ylk

3 2
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Reseni: Pocitejme polohu hmotného stredu podle vztahu (7.19):

rimq+romy +raMy+ryMmMy +rgMg
e = ;
S mq+mMmy, +Mg+My + Mg

r,=000); rn=Am2m); rz=@mIm); r,=(@mlm); rg=(4m3m).

Soutadnice hmotného stredu tedy budou:

_01+1143-2+4-1+4-2 19

1+1+2+1+2 7
=0~1+2-1+1~2+1-1+3~2 11

Xg

m
Ys 1+1+2+1+2 7

Urceme moment setrvacnosti télesa kolem obecné osy za pomoci momentu setrvac¢nosti ko-
lem osy vedené hmotnym stiedem, ktera je s ndmi zvolenou osou rovnobézna. Hmotny stred
bude v pocatku souradnicové soustavy, tj. rs = (0, 0, 0). Situace je znazornéna na obrazku:

osa jdouci
hmotnym stfedem(Js)

osa
otaceni (J,=?)

Moment setrvac¢nosti vzhledem k obecné ose miizeme zapsat takto:
Jo=[@d-r)?dm = [(d-r)*dm =
:Idzdm—IZd~r dm+jr2dm =
:dzj'dm—2d~_|.r dm+jr2dm.
Prvni ¢len je snadno integrovatelny, druhy je nulovy (integrdl v ném vyjadiuje soufadnice
hmotného stiedu, a ty jsou nulové) a tieti ¢len je momentem setrvacnosti vzhledem k hmot-
nému stiedu. Mame tedy jednoduchy vztah
Jo=md?+Jg, (7.20)

ktery se nazyva Steinerova véta podle Svycarského matematika Jakoba Steinera (1796-1863).
Ze Steinerovy Véty je patrné, Ze moment setrvacnosti je nejmensi vzhledem k ose prochazejici
hmotnym stiedem, vSechny ostatni momenty jsou vétsi.
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Trik ¢étvrty

Pti vypoctu momentu setrvacnosti vzhledem k ose postaci znat moment setrvacnosti
vzhledem k ose prochézejici hmotnym stiedem. Véechn%/ ostatni momenty vzhledem
k dalSim rovnobéznym osadm ziskdme pii¢tenim élenu md“, kde d je vzdalenost aktualni
osy otaceni od osy prochazejici hmotnym stiedem.

4 Priklad 7.9: Spoctéte moment setrvacnosti tyce vzhledem k ose prochazejici hmotnym
stiedem a z n¢ho urcete moment vzhledem k ose prochézejici koncem tyce.

Reseni: Budeme postupovat stejné jako v piikladu 7.3, jen meze budou jiné:
0Sa

dm

/
11— :
X 12

\

12
+1/2 +1/2 3
H2 m | R
Jg = j x2dm = pS j x2dx=pS|x33| =—S—=—ml (7.21)
i i [ le SI 12 12

Nyni za pomoci Steinerovy véty ur¢ime moment kolem kterékoli rovnobé&zné osy, pro konec
tyce dostaneme

2
Jo=md?+Jg=m '—j iz 1+ijm|2=1m|2. (7.22)
2 12 4 12 3
Vysledek je stejny jako pti primém vypoétu v piikladu 7.3. D

€ Priklad 7.10: Spoctéte rychlost kulicky a poté valce (kola), které se skutalely po naklonéné
roving z vysky H.

B
v
@ ——
Redeni: Rychlost uréime ze zakona zachovani energie. V bodé A méa téleso jen potenciélni

energii, v bodé B je jeho energie sloZena z kinetické energie translacniho pohybu hmotného
stiedu a rota¢niho pohybu vzhledem k hmotnému stiedu:

1 1
mgH:Emv2+§Ja>2 =

mgH =%mvz+%J(v/R)2 =

12 J
mgH —EmU (14‘@)
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